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Ââåäåíèå.

Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå (ÄÏ)
ñâÿçàíî ñ ìíîãîøàãîâûìè ïðîöåññàìè ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèÿ. Âïåðâûå äàííûé òåðìèí
áûë ââåäåí Áåëëìàíîì â åãî èçâåñòíîé ìî-
íîãðàôèè [1], â ýòîé ðàáîòå íà îñíîâå ðàñ-
ñìîòðåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé áû-
ëè çàëîæåíû ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû ÄÏ. Â
ðàáîòàõ [2], [3], [6], [5], [7] èçó÷åíû ìíîãî-
÷èñëåííûå ïðèìåðû çàäà÷ ÄÏ äîïóñêàþùèõ
ÿâíîå ðåøåíèå.
Îòìåòèì, ÷òî â îñíîâíîì ðàññìàòðèâà-

ëèñü äâóìåðíûå çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðûõ
ñâÿçàíî ñ íàõîæäåíèåì ýêñòðåìóìà ôóíê-
öèè îäíîé ïåðåìåííîé, è ïîòîìó èíîãäà
äîïóñêàþùèõ ÿâíîå ðåøåíèå. Ìíîãîìåðíûå
çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, ÿâíîãî ðåøåíèÿ íå
èìåþò è ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî.
Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíî ÿâíîå ðåøåíèå

äëÿ îäíîé ìîäèôèêàöèè ìíîãîìåðíîé ëè-
íåéíîé çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ, óêà-
çàíà ïðîñòàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ òðàêòîâêà ýòî-
ãî ðåøåíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëíîñòüþ èññëå-
äîâàòü äàííóþ çàäà÷ó.
Íàïîìíèì êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó

çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ìåæäó m

ïðåäïðèÿòèÿìè.
Çàäà÷à. Ïëàíèðóåòñÿ äåÿòåëüíîñòü m

ïðåäïðèÿòèé â òå÷åíèå n ëåò. Íà÷àëüíûå
ñðåäñòâà ñîñòàâëÿþò �0. Ñðåäñòâà X, âëî-
æåííûå â i-îå ïðåäïðèÿòèå, ïðèíîñÿò ê êîí-
öó ãîäà äîõîä fi(X) è âîçâðàùàþòñÿ â ðàçìå-
ðå 'i(X) < X; i = 1; 2; : : : ; m. Ïî èñòå÷åíèè
ãîäà âñå îñòàâøèåñÿ ñðåäñòâà çàíîâî ïåðå-
ðàñïðåäåëÿþòñÿ ìåæäó ïðåäïðèÿòèÿìè, íî-
âûõ ñðåäñòâ íå ïîñòóïàåò è äîõîä â ïðîèç-
âîäñòâî íå âêëàäûâàåòñÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè

îïòèìàëüíûé ñïîñîá ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþ-
ùèõñÿ ñðåäñòâ.
Ïðîöåññ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ êàê n-øàãîâûé, â êîòîðîì íîìåð
øàãà ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó ãîäà. Óïðàâëÿå-
ìàÿ ñèñòåìà â äàííîì ñëó÷àå ýòîm ïðåäïðè-
ÿòèé ñ âëîæåííûìè â íèõ ñðåäñòâàìè. Ñè-
ñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì
ñîñòîÿíèÿ �k�1 k = 1; : : : ; n � êîëè÷åñòâîì
ñðåäñòâ, êîòîðûå ñëåäóåò ïåðåðàñïðåäåëèòü
â íà÷àëå k-ãî ãîäà. Ïåðåìåííûõ óïðàâëåíèÿ
íà êàæäîì øàãåm: xki � êîëè÷åñòâî ñðåäñòâ,
âûäåëåííûõ ñîîòâåòñòâåííî i-îìó ïðåäïðè-
ÿòèþ. Òàê êàê ñðåäñòâà åæåãîäíî ïåðåðàñ-
ïðåäåëÿþòñÿ ïîëíîñòüþ òî

xk1 + xk2 + :::+ xkm = �k�1:

Ïîêàçàòåëü ýôôåêòèâíîñòè çàäà÷è � äîõîä,
ïîëó÷åííûé îò m ïðåäïðèÿòèé â òå÷åíèå n
ëåò � ñîñòàâëÿåò:

Z =
nX

k=1

[f1(xk1) + f2(xk2) + :::+ fm(xkm)]

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ âûðàæàåò îñòàòîê
ñðåäñòâ �k ïîñëå k-ãî øàãà è èìååò âèä:

�k = '1(xk1) + '2(xk2) + ::: + 'm(xkm)

Ïóñòü Z�k(�k�1) � óñëîâíûé îïòèìàëüíûé äî-
õîä, ïîëó÷åííûé îò ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäñòâ
�k�1 ìåæäó m ïðåäïðèÿòèÿìè â ïåðèîä ñ k-
ãî ãîäà äî ïîñëåäíåãî n-ãî. Çàïèøåì ðåêóð-
ðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýòèõ ôóíêöèé, ñî-
îòâåòñòâåííî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå Áåëëìà-
íà (ïðè k = n), è óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà ïðè
k = n� 1; n� 2; : : : ; 1 ïðèìóò âèä;

Z�n(�n�1) = max
xn1+xn2+:::+xnm=�n�1

[f1(xn1) + f2(xn2) + ::: + fm(xnm)]

Z�k(�k�1) = max
xk1+xk2+:::+xkm=�k�1

�
f1(xk1) + f2(xk2) + :::+ fm(xkm) + Z�k+1(�k)

�
:

Çäåñü �k = '1(xk1)+'2(xk2)+:::+'m(xkm).
Êàê âèäíî èç ýòèõ óðàâíåíèé, äàæå äëÿ
ôóíêöèé fi, 'i ïðîñòîãî âèäà, ðàññ÷èòûâàòü

íà ïîëó÷åíèå ÿâíîãî ðåøåíèÿ çàòðóäíèòåëü-
íî. Áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ÿâíûõ ðåøåíèé
äëÿ äâóìåðíîé çàäà÷è ïðèâåäåíî â [1].
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Ëèíåéíàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ðå-

ñóðñîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè.

Ïðîáëåìà ãîñóäàðñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ è
ïîääåðæêè ìàññû ìåëêèõ ÷àñòíûõ ïðåä-
ïðèÿòèé ïîäñêàçûâàåò ñëåäóþùåå îáîáùå-
íèå ìíîãîìåðíîé ëèíåéíîé ìîäåëè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ðåñóðñîâ [4].
Çàäà÷à. Ïëàíèðóåòñÿ äåÿòåëüíîñòü m

ïðåäïðèÿòèé â òå÷åíèå n ëåò. Íà÷àëüíûå
ñðåäñòâà ñîñòàâëÿþò �0. Ñðåäñòâà X, âëî-
æåííûå â i-îå ïðåäïðèÿòèå, ïðèíîñÿò ê êîí-
öó ãîäà äîõîä fi(X) è âîçâðàùàþòñÿ â ðàçìå-
ðå �i(X) < X; i = 1; 2; : : : ; m. Ïî èñòå÷åíèè
ãîäà âñå îñòàâøèåñÿ ñðåäñòâà çàíîâî ïåðå-
ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïîðîâíó ìåæäó îïðåäåëåí-
íûì, ôèêñèðîâàííûì ïðîöåíòîì �% ïðåä-
ïðèÿòèé (íàïðèìåð � = 25%), êîòîðûå èìå-
åò ñìûñë ôèíàíñîâî ïîääåðæàòü è ïðèâëå÷ü
ê äàííîìó ïðîåêòó. Íîâûõ ñðåäñòâ íå ïîñòó-
ïàåò, äîõîä â ïðîèçâîäñòâî íå âêëàäûâàåòñÿ.

Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíûé ñïîñîá îò-
áîðà òåõ ïðåäïðèÿòèé, ìåæäó êîòîðûìè áó-
äåò ïðîèñõîäèòü ðàñïðåäåëåíèå èìåþùèõñÿ
ñðåäñòâ. Ïðîöåññ âûáîðà ðàññìàòðèâàåì êàê
n-øàãîâûé, â êîòîðîì íîìåð øàãà ñîîòâåò-
ñòâóåò íîìåðó ãîäà.
Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè fi(X) è 'i(X),
ëèíåéíûå fi(X) = hiX, 'i(X) = riX; hi >

0, 0 < ri < 1, i = 1; 2; : : : ; m. Òîãäà
ôóíêöèè óñëîâíîãî îïòèìàëüíîãî äîõîäà
Z�k(�k�1) òàêæå áóäóò ëèíåéíûå Z�k(�k�1) =
Hk�k�1, ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû Hk íàõî-
äÿòñÿ ðåêóððåíòíî;

Hn = ��(0);

Hn�1 = ��(Hn);

� � �

H1 = ��(H2);

ôóíêöèÿ �� îïðåäåëåíà ôîðìóëîé

��(x) = Max�
1�i�m

[hi + rix] ;

çäåñü ôóíêöèÿ Max� îïðåäåëåíà ôîðìóëîé;

Max�
i

fhig =
1

p

pX

j=1

hij ; ãäå hi1 � hi2 � hi3 � : : : � him ; p = [m�] � öåëàÿ ÷àñòü m�:

Âåëè÷èíó Max�
i

fhig íàçîâåì âåðõíèì �-

ñðåäíèì äëÿ ÷èñëîâîãî ñåìåéñòâà fhig, à
ôóíêöèþ �� � âåðõíåé �-ñðåäíåé ñåìåéñòâà

ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâå-
äåì èíäóêöèåé ïî k. Äëÿ k = n è k < n

óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà íà ôóíêöèþ Z�k(�k�1)
ñîîòâåòñòâåííî ïðèìóò âèä;

Z�n(�n�1) = max
xni=

�n�1
p
_0;; xn1+:::+xnm=�n�1

(h1 � xn1 + : : :+ hm � xnm) =

= Max�
i

fhig�n�1 = Hn�n�1

Z�k(�k�1) = max
xki=

�k�1
p
_0; xk1+:::+xkm=�k�1

�
h1 � xk1 + : : :+ hm � xkm + Z�k+1(�k)

�
;

èëè

Z�k(�k�1) = max
xki=

�k�1
p
_0; xk1+:::+xkm=�k�1

[h1 � xk1 + ::: + hm � xkm+

+Hk+1 � (r1 � xk1 + :::+ rm � xkm)] = Max�
i

(hi +Hk+1 � ri) � �k�1:

Ñëåäîâàòåëüíî ðåøåíèå óðàâíåíèé Áåëë-
ìàíà ñâîäèòñÿ ê ðåêóððåíòíîìó íàõîæäå-
íèþ êîýôôèöèåíòîâ Hk

Hn = Max�
i

fhig;

: : : ;

Hk = Max�
i

(hi +Hk+1 � ri) ;

: : : ;

H1 = Max�
i

(hi +H2 � ri) :
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Ââîäÿ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ ��(x) =
Max�

i
(hi + x � ri) � âåðõíþþ �-ñðåäíåþ ñå-

ìåéñòâà ëèíåéíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷èì èñêî-
ìîå óòâåðæäåíèå.
Çàìå÷àíèå. Â ÷àñòíîñòè åñëè � = 1

m
,

òî Max�
i

fhig áóäåò îáû÷íûé ìàêñèìóì ÷è-

ñåë fhig, à ôóíêöèÿ

�1=m = �(x) = max
i
fhi + rixg;

âåðõíÿÿ îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ
ôóíêöèé. Ïðè � = 1 âåëè÷èíà Max�

i
fhig

åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ýòèõ ÷èñåë, à ôóíê-

öèÿ �1(x) =
1

m

P
ifhi + rixg � ñðåäíåå ñå-

ìåéñòâà ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Ïðè÷åì â ñëó-
÷àå � = 1 îòáîðà ïðåäïðèÿòèé íå ïðîèñõî-
äèò, îíè âñå áóäóò ó÷àñòâîâàòü â ïðîèç-
âîäñòâå.

Çàìå÷àíèå. Ìíîãîìåðíàÿ ëèíåéíàÿ ìî-
äåëü ñ îãðàíè÷åíèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóð-
ñîâ ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé, êî-
ãäà ïàðàìåòðû ïðåäïðèÿòèé ìåíÿþòñÿ ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíê-
öèÿ ��;k áóäåò çàâèñåòü îò ãîäà k. Êîýôôè-
öèåíòû Hk âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýòè ôóíê-
öèè ïî ôîðìóëàì Hn = ��;n(0), Hn�1 =
��;n�1(��;n(0)), è.ò.ä. Íà ðèñóíêå, ïîñòðî-
åííîì ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà
Matlab, èçîáðàæåíû ãðàôèêè ôóíêöèé; �(x)
� âåðõíåé îãèáàþùåé ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ
ôóíêöèé (50 ôóíêöèé), �0:1(x) � âåðõíåé
ñðåäíåé ñîîòâåòñòâóþùåé óðîâíþ � = 0:1 è
ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êî-
ýôôèöèåíòîâ H4; H3; H2; H1.

� � �� �� �� ��
�

�

��

��

��

��

←����

���λα����→�

���λ���→�

Ðèñ. 1

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ ��(x) áóäåò âûïóêëîé
âíèç êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé, åå ïðî-
èçâîäíûå (ëåâàÿ è ïðàâàÿ) óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâàì
min ri

i
� �0�;left(x) � �0�;right(x) � max ri

i

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêà-
æèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè Max�:

1. Åñëè 8ifai � big, òî
Max�

i
faig � Max�

i
fbig.

2. Åñëè � � 0, òî
Max�

i
f�aig = �Max�

i
faig.

3. Äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè � èíäåêñîâ
f1; 2; : : : ; mg òàêîé, ÷òî �(k) = ik âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Max�
i

faig �
1

p

pX

k=1

aik :

4. Max�
i

fai+big � Max�
i

faig+Max�
i

fbig.
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Ïåðâûå òðè ñâîéñòâà ñëåäóþò íåïîñðåä-
ñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ Max�, ïðîâåðèì
ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà. Íå

îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

a1+b1 � a2+b2 � : : : � ap+bp � : : : � am+bm:

Òîãäà èç 3-åãî ñâîéñòâà ñëåäóåò èñêîìîå
íåðàâåíñòâî;

Max�
i

fai + big =
1

p

Pp
i=1fai + big =

1

p

Pp
i=1 ai +

1

p

Pp
i=1 bi � Max�ifaig+Max�ifbig:

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ââå-
äåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèå

li(x) = hi + rix:

Ïóñòü x; y ïðîèçâîëüíûå òî÷êè îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ��(x) = Max�

i
li(x).

Äëÿ ëþáîãî 0 � � � 1 èìååì íåðàâåíñòâî

��((1� �)x+ �y) = Max�
i

[li((1� �)x+ �y)]

� Max�
i

[li((1� �)x)] + Max�
i

[li(�y)] =

= (1� �)Max�
i

[li(x)] + �Max�
i

[li(y)] =

= (1� �)��(x) + ���(y);

èç êîòîðîãî ñëåäóåò âûïóêëîñòü âíèç ôóíê-
öèè ��.
Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-

ìû ñëåäóåò, ÷òî îíà âåðíà (â ÷àñòè âû-
ïóêëîñòè âíèç) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáî-
ðà âûïóêëûõ âíèç ôóíêöèé li(x).
Îñíîâûâàÿñü íà ïîëó÷åííîé ãåîìåòðè÷å-

ñêîé èíòåðïðåòàöèè ðåøåíèÿ ââåäåì ñëåäó-
þùåå îïðåäåëåíèå:
Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïîâûì êîýôôèöèåí-

òîì ýôôåêòèâíîñòè íàáîðà � èç p ïðåäïðè-
ÿòèé, � = fi1; i2; : : : ; ipg, íàçîâåì ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ x =
1

p

Pp
k=1 (hik + rikx), ò. å. ÷èñ-

ëî

P� =

1

p

Pp
k=1 hik

1�
1

p

Pp
k=1 rik

:

Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé î÷åâèäíî
óòâåðæäåíèå:
Òåîðåìà. Äëÿ ìíîãîìåðíîé ëèíåéíîé ìî-
äåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ñ îãðàíè÷åíèåì
ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ;

Max�
i

hi � H1 � max
�

P� ;

limH1
n!1

= max
�

P� :

Çàìå÷àíèå. Ëèíåéíàÿ ìîäåëü ñ îãðàíè-
÷åíèÿìè ïîçâîëÿåò ó÷åñòü òàêæå âåëè÷è-
íó îáúåìà ðåñóðñà êîòîðîå ìîæåò îñâîèòü
ïðåäïðèÿòèå çà ãîä. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷-
íî êàæäîìó ïðåäïðèÿòèþ ïðèïèñàòü âåñ
� íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äðóãèìè ñëîâàìè åñ-
ëè, íàïðèìåð, ïðåäïðèÿòèå èìååò âåñ 3, òî
íóæíî çàìåíèòü åãî òðåìÿ ïðåäïðèÿòèÿ-
ìè âåñà 1.
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