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À.À. Äóäêèí. Îðòîöåíòðè÷åñêèé ñèìïëåêñ...

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ
ÓÄÊ 514.124

À.À. Äóäêèí

ÎÐÒÎÖÅÍÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÈÌÏËÅÊÑ È ÂÛÕÎÄ
Â ÎÁÚÅÌËÞÙÅÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ

Â ëèòåðàòóðå ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè
ìîæíî íàéòè î÷åíü ìíîãî èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ
òðåóãîëüíèêà è òåòðàýäðà. Èõ îáîáùåíèå íà
ñëó÷àé ñèìïëåêñà ìíîãîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà ìîæåò ñëóæèòü èñòî÷íèêîì òåì äè-
ïëîìíûõ è êóðñîâûõ ðàáîò ïî ìàòåìàòèêå. Îñî-
áåííî ýòî àêòóàëüíî äëÿ áóäóùèõ ó÷èòåëåé ìà-
òåìàòèêè. Â ëèòåðàòóðå ïî ìíîãîìåðíîé ãåîìåò-
ðèè ýòîò âîïðîñ ïðàêòè÷åñêè íå çàòðàãèâàåòñÿ
è äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ñèìïëåêñîâ ñòóäåíòàì
íóæíû íåêèå "ìîñòèêè", ñîåäèíÿþùèå òðàäè-
öèîííóþ òåîðèþ ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ
ìåòîäàìè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î ìíîãîãðàí-
íèêàõ â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îñíîâíàÿ öåëü
íàñòîÿùåé ðàáîòû - ïðåäëîæèòü îäèí èç òà-
êèõ "ìîñòèêîâ": áóäóò íàéäåíû íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ äàííîãî
ñèìïëåêñà ìîæíî áûëî âûáðàòü ïðÿìîóãîëüíóþ
äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (ÏÄÑÊ), íà îñÿõ
êîòîðîé îêàçàëèñü áû âñå âåðøèíû ñèìïëåê-
ñà. Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî êëàññ òàêèõ ñèìïëåêñîâ
äîñòàòî÷íî øèðîê (ñì. òåîðåìó â êîíöå ðàáî-
òû). Íàïðèìåð, íà "øêîëüíîé"ïëîñêîñòè â íåãî
ïîïàäàþò âñå îñòðîóãîëüíûå è, êîíå÷íî, ïðÿ-
ìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè. Äîêàçàòåëüñòâî ñî-
îòâåòñòâóþùåé òåîðåìû êîíñòðóêòèâíîå, ò.å. èç
íåãî ÿñíî, êàê èìåííî íóæíî ñòðîèòü òàêóþ
ÏÄÑÊ äëÿ äàííîãî ñèìïëåêñà. Ïîñêîëüêó ÷èñ-
ëî âåðøèí ñèìïëåêñà íà åäèíèöó áîëüøå, ÷åì
åãî ðàçìåðíîñòü, ïîòðåáóåòñÿ âûõîä â îáúåìëþ-
ùåå ïðîñòðàíñòâî (çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëü-
íîãî ñëó÷àÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ñèìïëåêñà). Áóäåò
òàêæå óñòàíîâëåí ðÿä ñâîéñòâ ëþáûõ îðòîöåí-
òðè÷åñêèõ ñèìïëåêñîâ, áîëüøèíñòâî èç êîòîðûõ
ìíå íå äîâîäèëîñü âñòðå÷àòü äàæå íà óðîâíå
òðåóãîëüíèêîâ è òåòðàýäðîâ. Íàïîìíèì: ñèì-
ïëåêñ íàçûâàåòñÿ îðòîöåíòðè÷åñêèì, åñëè âñå
åãî âûñîòû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå - îðòî-
öåíòðå ñèìïëåêñà [2, ñ.176].

Ëåììà 1. Ïóñòü Cn - n-ìåðíûé ñèìïëåêñ
(n+ 1) -ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En+1,
ãäå n > 1. Åñëè íàøëàñü òàêàÿ ÏÄÑÊ â En+1,
÷òî âñå âåðøèíû ñèìïëåêñà Cn îêàçàëèñü íà
åå îñÿõ êîîðäèíàò, òî Cn - îðòîöåíòðè÷åñêèé
ñèìïëåêñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ
ñëó÷àÿ: 1) íà÷àëî êîîðäèíàò îêàçàëîñü îäíîé èç

âåðøèí ñèìïëåêñà; 2) íà÷àëî êîîðäèíàò íå ñîâ-
ïàëî íè ñ îäíîé èç âåðøèí ñèìïëåêñà. Â ïåð-
âîì ñëó÷àå íà÷àëî êîîðäèíàò è åñòü òî÷êà ïå-
ðåñå÷åíèÿ âñåõ âûñîò ñèìïëåêñà, ò.å. îí - îðòî-
öåíòðè÷åñêèé. Âî âòîðîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì íî-
âûé (n+1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ, âåðøèíû êîòîðîãî
- âñå âåðøèíû ñèìïëåêñà Cn è íà÷àëî êîîðäè-
íàò. Âñå åãî âûñîòû ïåðåñåêàþòñÿ â íà÷àëå êîîð-
äèíàò, ò.å. îí - îðòîöåíòðè÷åñêèé. Ëþáàÿ ãðàíü
ðàçìåðíîñòè k > 1 îðòîöåíòðè÷åñêîãî ñèìïëåê-
ñà ñàìà ÿâëÿåòñÿ îðòîöåíòðè÷åñêèì ñèìïëåêñîì
[3, ñ.386]. Ïîýòîìó Cn - îðòîöåíòðè÷åñêèé ñèì-
ïëåêñ. Ëåììà äîêàçàíà.

Êàê èçâåñòíî, âñÿêèé òðåóãîëüíèê - îðòî-
öåíòðè÷åñêèé ñèìïëåêñ. Ñðåäè òðåóãîëüíèêîâ
ðàçëè÷àþò îñòðîóãîëüíûå, ïðÿìîóãîëüíûå, òó-
ïîóãîëüíûå. Íàì ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëèòü àíà-
ëîãè÷íûå âèäû îðòîöåíòðè÷åñêèõ ñèìïëåêñîâ
ëþáîé ðàçìåðíîñòè.

Ëåììà 2. Äëÿ âñÿêîãî îðòîöåíòðè÷åñêîãî ñèì-
ïëåêñàA1A2...An+1 ñ îðòîöåíòðîìH è âûñîòàìè
AkHk âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ñêàëÿðíûõ ïðîèç-
âåäåíèé: AkH · AkHk = AkAi · AkAj , ãäå i, j, k -
ðàçëè÷íûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. AkAi · AkAj = (AkH +
HAi)AkAj = AkH · AkAj +HAi · AkAj = AkH ·
AkAj = AkH · (AkHk + HkAj) = AkH · AkHk +
AkH ·HkAj = AkH ·AkHk. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå AkH ·AkHk îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ak.

Ñëåäñòâèå 1. Âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà ak =
AkH · AkHk = AkAi ·AkAj · .

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè êàæäîé âåðøèíå Ak îð-
òîöåíòðè÷åñêîãî ñèìïëåêñà A1A2 . . . An+1 âñå
ïëîñêèå óãëû îäíîãî òèïà: ëèáî îñòðûå, ëèáî
ïðÿìûå, ëèáî òóïûå. Åñëè ak > 0, òî âñå óãëû
îñòðûå, åñëè ak = 0, òî âñå óãëû ïðÿìûå, åñëè
ak < 0, òî âñå óãëû òóïûå.

Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ 2 íåïîñðåäñòâåí-
íî âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 1.

Âåðøèíó îðòîöåíòðè÷åñêîãî ñèìïëåêñà áó-
äåì íàçûâàòü âåðøèíîé îñòðûõ (ïðÿìûõ, òó-

ïûõ) óãëîâ, åñëè âñå ïëîñêèå óãëû ñèìïëåêñà
ïðè ýòîé âåðøèíå ÿâëÿþòñÿ îñòðûìè (ïðÿìûìè,
òóïûìè ñîîòâåòñòâåííî).

Ñëåäñòâèå 3. Âñå âåðøèíû îðòîöåíòðè÷å-
ñêîãî ñèìïëåêñà, çà èñêëþ÷åíèåì ðàçâå ÷òî îä-
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Âåñòíèê ÁÃÏÓ: Åñòåñòâåííûå è òî÷íûå íàóêè

íîé, ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè îñòðûõ óãëîâ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû íàøëèñü äâå âåðøè-
íû íå îñòðûõ óãëîâ, òî ëþáàÿ äâóìåðíàÿ ãðàíü
ñèìïëåêñà, ñîäåðæàùàÿ ýòè âåðøèíû , áûëà áû
òðåóãîëüíèêîì, èìåþùèì íå áîëåå îäíîãî îñòðî-
ãî óãëà, ÷òî íåâîçìîæíî.

Îðòîöåíòðè÷åñêèé ñèìïëåêñ íàçîâåì îñòðî-

óãîëüíûì, åñëè âñå åãî âåðøèíû - âåðøèíû îñò-
ðûõ óãëîâ; ïðÿìîóãîëüíûì - åñëè îí èìååò âåð-
øèíó ïðÿìûõ óãëîâ; òóïîóãîëüíûì - åñëè îí
èìååò âåðøèíó òóïûõ óãëîâ.

Ëåììà 3. Äëÿ âñÿêîãî îðòîöåíòðè÷åñêîãî
ñèìïëåêñà A1A2 . . . An+1 ñ îðòîöåíòðîì H è âû-
ñîòàìè AkHk âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèé: AkH · HHk = −HAk · HAi, ãäå
i 6= k.

Äîêàçàòåëüñòâî. HAk · HAi = HAk(HHk +
HkAi) = −AkH · HHk + HAk · HkAi = −AkH ·
HHk. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

HAk ·HAi (i 6= k) íå çàâèñèò îò i.
Ñëåäñòâèå 2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

HAk ·HAi (i 6= k) íå çàâèñèò îò k.
Ñëåäñòâèå 3. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

AkH ·HHk íå çàâèñèò îò k.
Ó÷èòûâàÿ ñëåäñòâèå 3, ââåäåì îáîçíà÷åíèå

äëÿ êîíñòàíòû: c = AkH ·HHk.

Ñëåäñòâèå 4. Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
HAk ·HAi = −c ïðè i 6= k.

Ñëåäñòâèå 5. Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ak =
c+AkH

2.

Äåéñòâèòåëüíî, ak = AkH · AkHk =
AkH(AkH +HHk) = AkH

2 + c.

Ëåììà 4. Äëÿ âñÿêîãî îðòîöåíòðè÷åñêîãî

ñèìïëåêñà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 1
c =

n+1∑
k=1

1
ak
,

åñëè âñå ak 6= 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäàÿ èç áàðèöåíòðè-

÷åñêèõ êîîðäèíàò îðòîöåíòðà H ñèìïëåêñà

Cn = A1A2 . . . An+1 (îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñèì-
ïëåêñà) - îòíîøåíèå îðèåíòèðîâàííûõ îáúåìîâ
äâóõ ñèìïëåêñîâ ñ îáùèì îñíîâàíèåì - îäíîé èç
ãðàíåé ñèìïëåêñà Cn; ïðè ýòîì âåðøèíà ïåðâî-
ãî - òî÷êà H , à âòîðûì ÿâëÿåòñÿ ñàì ñèìïëåêñ
Cn [1, ñ. 126]. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îñíîâàíèå îáùåå,
ìîæíî îòíîøåíèå îðèåíòèðîâàííûõ îáúåìîâ çà-
ìåíèòü îòíîøåíèåì îðèåíòèðîâàííûõ âûñîò ê
îáùåìó îñíîâàíèþ, ò.å. îòíîøåíèåì êîëëèíåàð-
íûõ âåêòîðîâ: HHk : AkHk. Ïîñêîëüêó ñóììà
áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ðàâíà 1 [1, ñ. 125],
òî èìååì ðàâåíñòâî:

∑
(HHk : AkHk) = 1. Îò-

ñþäà ïîëó÷èì:
∑ AkHHHk

AkHAkHk
= 1.(AkH 6= 0 ñîãëàñ-

íî, íàïðèìåð, ñëåäñòâèþ 1 ëåììû 2). Çíàÿ, ÷òî
îðòîöåíòð H ëåæèò íà ëþáîé èç âûñîò AkHk,
ìîæíî ýòî ðàâåíñòâî çàìåíèòü

ñëåäóþùèì:
∑

(c : ak) = 1.
Îòêóäà ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàâåíñòâî. Ëåììà

äîêàçàíà.

Ëåììà 5. Îðòîöåíòðè÷åñêèé ñèìïëåêñ Cn

ÿâëÿåòñÿ

1) îñòðîóãîëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà êîíñòàíòà c > 0;

2) ïðÿìîóãîëüíûì - òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà c = 0;

3) òóïîóãîëüíûì - òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà c < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷àñòü 2) ëåììû -
ñëåäñòâèå åå ÷àñòåé 1) è 3).

Ñèìïëåêñ Cn îñòðîóãîëüíûé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ak > 0 ïðè âñåõ k. Èç ëåììû 4, åñ-
ëè âñå ak > 0, òî c > 0. Èç ñëåäñòâèÿ 5 ëåììû
3, åñëè c > 0, òî âñå ak > 0. ×àñòü 1) ëåììû
äîêàçàíà.

Îñòàëîñü äîêàçàòü ÷àñòü 3). Ñèìïëåêñ Cn òó-
ïîóãîëüíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ak < 0
ïðè íåêîòîðîì k. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è ñëåä-
ñòâèÿ 5 ëåììû 3 íàéäåì: c < 0. Ïóñòü òåïåðü
c < 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îòñþäà äîñòà-
òî÷íî ïîëó÷èòü: ñèìïëåêñ - òóïîóãîëüíûé. Ñî-
ãëàñíî ÷àñòè 1), îí íå ìîæåò áûòü îñòðîóãîëü-
íûì. Òåïåðü äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè c < 0
îí íå ìîæåò áûòü ïðÿìîóãîëüíûì. Ó ïðÿìî-
óãîëüíîãî ñèìïëåêñà îäíà èç âåðøèí - âåðøèíà
ïðÿìûõ óãëîâ, ïðè÷åì èìåííî îíà - îðòîöåíòð.
Ïîýòîìó áóäü ñèìïëåêñ ïðÿìîóãîëüíûì, ïîëó-
÷èëè áû: ak = 0 è Ak = H ïðè íåêîòîðîì k.
Îòñþäà, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5 ëåììû 3, èìåëè
áû: c = 0, ÷òî íåâîçìîæíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6. Ïóñòü Cn - n-ìåðíûé ñèìïëåêñ
(n + 1)-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En+1,
ãäå n > 1. Åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ ÏÄÑÊ â En+1,
÷òî âñå âåðøèíû ñèìïëåêñà Cn îêàæóòñÿ íà åå
îñÿõ êîîðäèíàò, òî Cn - îñòðîóãîëüíûé èëè ïðÿ-
ìîóãîëüíûé îðòîöåíòðè÷åñêèé ñèìïëåêñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1 äîñòàòî÷-
íî äîêàçàòü, ÷òî Cn íå ìîæåò áûòü òóïîóãîëü-
íûì îðòîöåíòðè÷åñêèì. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå: ñèìïëåêñ òóïîóãîëüíûé îðòîöåíòðè÷åñêèé
è íàøëàñü òàêàÿ ÏÄÑÊ â En+1, ÷òî âñå âåðøè-
íû ñèìïëåêñà Cn îêàçàëèñü íà åå îñÿõ êîîðäè-
íàò. Òîãäà â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3 ëåììû 2 âåðøèíà
ñèìïëåêñà Cn íå ìîæåò îêàçàòüñÿ íà÷àëîì êî-
îðäèíàò. Ðàññìîòðèì íîâûé (n+1)-ìåðíûé ñèì-
ïëåêñ Cn+1, âåðøèíû êîòîðîãî - âñå âåðøèíû
ñèìïëåêñà Cn è íà÷àëî êîîðäèíàò. Âñå åãî âû-
ñîòû ïåðåñåêàþòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, ò.å. îí
- îðòîöåíòðè÷åñêèé, à íà÷àëî êîîðäèíàò - åãî
âåðøèíà ïðÿìûõ óãëîâ. Ïðè÷åì âåðøèíà òóïûõ
óãëîâ ñèìïëåêñà Cn áóäåò òàêîâîé è äëÿ ñèì-
ïëåêñà Cn+1 (ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 ëåììû 2).
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À.À. Äóäêèí. Îðòîöåíòðè÷åñêèé ñèìïëåêñ...

Ïîëó÷èëè îðòîöåíòðè÷åñêèé ñèìïëåêñ Cn+1, ó
êîòîðîãî åñòü âåðøèíà ïðÿìûõ óãëîâ è âåðøè-
íà òóïûõ óãëîâ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñëåäñòâèþ 3
ëåììû 2. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà. Ïóñòü Cn - n-ìåðíûé ñèìïëåêñ
(n + 1)-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En+1,
ãäå n > 1. Âñå âåðøèíû ñèìïëåêñà Cn ìîãóò
áûòü ðàñïîëîæåíû íà îñÿõ êîîðäèíàò íåêîòîðîé
ÏÄÑÊ â En+1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Cn -
îñòðîóãîëüíûé èëè ïðÿìîóãîëüíûé îðòîöåíòðè-
÷åñêèé ñèìïëåêñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ ëåììó 6 è îïðåäå-
ëåíèå ïðÿìîóãîëüíîãî ñèìïëåêñà, äîêàçàòü äî-
ñòàòî÷íî ëèøü ñëåäóþùåå: åñëè îðòîöåíòðè÷å-
ñêèé ñèìïëåêñ Cn = A1A2 . . . An+1 - îñòðîóãîëü-
íûé, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà X(íà÷àëî êîîð-
äèíàò) âíå ïëîñêîñòè ýòîãî ñèìïëåêñà â En+1,
÷òî XAi · XAj = 0 ïðè âñåõ i 6= j. Ïîêàæåì,
÷òî ýòèì òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿåò òî÷êà X ,
ðàñïîëîæåííàÿ íà ïåðïåíäèêóëÿðå ê ïëîñêîñòè

ñèìïëåêñà A1A2 . . . An+1, ïðîâåäåííîì èç åãî îð-
òîöåíòðà H òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî
XH2 = c. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ òî÷êà ñó-
ùåñòâóåò, ïîñêîëüêó c > 0 (ñì. ëåììó 5). Îñòà-
åòñÿ ïðîâåðèòü: äëÿ ïîñòðîåííîé òàê òî÷êè X
âûïîëíÿòñÿ ðàâåíñòâà XAi ·XAj = 0. Äåéñòâè-
òåëüíî, èìååì XAi ·XAj = (XH +HAi)(XH +
HAj) = XH2 + XH(HAi + HAj) + HAi · HAj .
Ïî ïîñòðîåíèþ òî÷êè X : XH2 = c. Ñîãëàñ-
íî ñëåäñòâèþ 4 ëåììû 3: HAi · HAj = −c. Ïî-
ñêîëüêó âåêòîð XH ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè
ñèìïëåêñà A1A2 . . . An+1, à òî÷êè H,Ai, Aj ëå-
æàò â íåé, òî XH(HAi + HAj) = 0. Ïîýòîìó
XAi ·XAj = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íà ðîëü
íà÷àëà êîîðäèíàò (òî÷êè X) íå ìîãóò ïðåòåí-
äîâàòü èíûå òî÷êè â En+1, êðîìå òåõ äâóõ, ÷òî
"ïîñòðîåíû" â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû (à
ýòè äâå òî÷êè áóäóò ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
ïëîñêîñòè ñèìïëåêñà A1A2 . . . An+1, î÷åâèäíî).

Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê

1. Áàëê Ì. Á., Áîëòÿíñêèé Â. Ã. Ãåîìåòðèÿ
ìàññ. Ì.: Íàóêà, 1987.

2. Ðîçåíôåëüä Á. À. Ìíîãîìåðíûå ïðîñòðàí-

ñòâà. Ì.: Íàóêà, 1966.

3. Ýíöèêëîïåäèÿ ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè.
Êí.V. Ì.: Íàóêà, 1966.
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Âåñòíèê ÁÃÏÓ: Åñòåñòâåííûå è òî÷íûå íàóêè

ÓÄÊ 512.83

Ë.À. Çàâüÿëîâà

ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ Oδ - ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÏÐÈ ÈÍÂÅÐÑÈÈ

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ. En − n - ìåðíîå åâêëè-
äîâî ïðîñòðàíñòâî. Òî÷êè åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà En, áóäåì îáîçíà÷àòü ñòðî÷íûìè áóêâàìè
ëàòèíñêîãî àëôàâèòà a, b, . . . , x, y, à ïîäìíîæå-
ñòâà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà � çàãëàâíûìè áóêâàìè
A,B, . . . , X, Y. Åñëè x, y ∈ En, òî |xy| � åâêëèäî-
âî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è y; åñëè x 6= y,
òî [xy) � ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå x, ïðîõîäÿùèé
÷åðåç òî÷êó y, [xy] � çàìêíóòûé ïðÿìîëèíåéíûé
îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè x è y. Åñëè F ∈ En,
òî intF, ∂F ñîîòâåòñòâåííî âíóòðåííîñòü è ãðà-
íèöà ìíîæåñòâà F. B(x, δ) � çàìêíóòûé øàð ñ
öåíòðîì â òî÷êå x ðàäèóñà δ.

1. Îïðåäåëåíèå Oδ �ìíîæåñòâà áûëî ââåäå-
íî Þ.Ã. Ðåøåòíÿêîì â ñòàòüå ¾Îá îäíîì îáîá-
ùåíèè âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé¿ [2]. Èçó÷àåìûå
ìíîæåñòâà õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî
êàæäîé ãðàíè÷íîé òî÷êè ìíîæåñòâà ìîæíî êîñ-
íóòüñÿ øàðîì äàííîãî ðàäèóñà δ > 0, ïðè÷åì
âíóòðè ýòîãî øàðà òî÷åê ìíîæåñòâà íåò. Êðîìå
òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå åùå ðÿäà óñëî-
âèé, êîòîðûå ìû ñôîðìóëèðóåì ïîçæå.

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûå ñâåäå-
íèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê Oδ �ìíîæåñòâàì â n - ìåð-
íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 1. Øàð (x, δ) íàçûâàåòñÿ

îïîðíûì ê ìíîæåñòâó F ⊂ En â òî÷êå y ∈ F,
åñëè y ∈ ∂B(x, δ), à âíóòðåííîñòü øàðà B(x, δ)
íå ñîäåðæèò òî÷åê ìíîæåñòâà F.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî F ⊂ En íàçû-

âàåòñÿ Oδ - ìíîæåñòâîì, åñëè F çàìêíóòî è

äëÿ êàæäîé åãî òî÷êè x çàäàíà íåêîòîðàÿ ñè-

ñòåìà σδ(x) çàìêíóòûõ øàðîâ ðàäèóñà δ > 0,
ñîäåðæàùèõ òî÷êó x, ïðè÷åì ñèñòåìû σδ(x)
îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. åñëè øàð B ∈ σδ(x), òî íèêàêàÿ âíóò-

ðåííÿÿ òî÷êà øàðà B íå ïðèíàäëåæèò ìíîæå-

ñòâó F ;
2. ïåðåñå÷åíèå âñåõ øàðîâ ñèñòåìû σδ(x)

èìååò õîòÿ áû îäíó âíóòðåííþþ òî÷êó;

3. åñëè xj ∈ F, øàð Bj ∈ σδ(xj), è ïðè j → ∞
xj → x0, Bj → B0, òî B0 ∈ σδ(x) .[2, ñ.382]

Îïðåäåëèì êëàññ ìíîæåñòâ O∆ óñëîâèåì:

F ∈ O∆, åñëè ìíîæåñòâî F ÿâëÿåòñÿ Oδ -
ìíîæåñòâîì ïðè íåêîòîðîì δ > 0.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1 è óñëîâèÿ 1 îïðåäåëå-
íèÿ 2 èìååì, ÷òî øàðû, ïðèíàäëåæàùèå ñèñòåìå
σδ(x), ÿâëÿþòñÿ îïîðíûìè øàðàìè ê ìíîæåñòâó
F â òî÷êå x.

Êàæäûé îïîðíûé øàðB ∈ σδ îïðåäåëÿåò äâà
çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åííûõ ãè-
ïåðïëîñêîñòüþ, êàñàòåëüíîé ê øàðó B â òî÷êå x.
Ïîëóïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå øàð B íàçîâåì
âåðõíèì, à äðóãîå � íèæíèì.

Ïåðåñå÷åíèå âñåõ íèæíèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ â
òî÷êå x åñòü çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ, êîòî-
ðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç T (x) è íàçîâåì îïîðíûì ê
ìíîæåñòâó F â òî÷êå x.[1, ñ.46]

Êîíòèíãåíöèÿ â êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êå x
ïðîèçâîëüíîé Oδ - ãèïåðïîâåðõíîñòè ñîâïàäàåò
ñ ïîâåðõíîñòüþ êîíóñà T (x) ([2], òåîðåìà 2). Ïî-
ýòîìó êîíóñû T (x), è êîíóñ T (x) îïðåäåëåíû îä-
íîçíà÷íî â êàæäîé òî÷êå Oδ− ãèïåðïîâåðõíî-
ñòè.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîãî îãðàíè÷åííîãî Oδ -

ìíîæåñòâà F ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ1, 0 < δ1 < δ,
òàêîå, ÷òî, åñëè σδ1(x) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ çà-

ìêíóòûõ øàðîâ ðàäèóñà δ1, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

òî÷êó x è íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî-

÷åê ñ êîíóñîì T (x), òî ñèñòåìû σδ1(x) óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèÿì 1 � 3 îïðåäåëåíèÿ 2. [2, ñ.384]

×èñëî δ1, îïðåäåëåííîå â òåîðåìå 1, íàçûâà-
åòñÿ ðàäèóñîì îáêàòàOδ - ìíîæåñòâà F. [2, ñ.386]

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü δ1 � ðàäèóñ îáêàòà Oδ -
ìíîæåñòâà F ; 0 < δ2 < δ1 è σδ2(x) � ñîâîêóï-
íîñòü âñåõ çàìêíóòûõ øàðîâ ðàäèóñà δ2, ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç òî÷êó x è íå èìåþùèõ îáùèõ âíóò-
ðåííèõ òî÷åê ñ êîíóñîì T (x).Íåòðóäíî óáåäèòñÿ
â òîì, ÷òî ñèñòåìû σδ2(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì 1 � 3 îïðåäåëåíèÿ 2, è îïðåäåëÿåìûå èìè
îïîðíûå êîíóñû ñîâïàäàþò ñ êîíóñàìè T (x). Òà-
êèì îáðàçîì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìû îïîðíûõ øàðîâ, îïðåäåëÿ-
þùèå Oδ - ìíîæåñòâî F, îáëàäàþò óêàçàííûìè
ñâîéñòâàìè àïðèîðè.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîñòîèò â òîì,
÷òî ìíîæåñòâî êëàññà O∆ ïåðåâîäèòñÿ èíâåðñè-
åé âî ìíîæåñòâî êëàññà O∆.

2. Â ýòîì ïóíêòå ðå÷ü áóäåò èäòè î ñâîé-
ñòâàõ èíâåðñèè è îòîáðàæåíèè ëó÷åé, ïîðîæäà-
åìîì èíâåðñèåé.

Ïóñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En ôèê-
ñèðîâàíà íåêîòîðàÿ ñôåðà ñ öåíòðîì â òî÷êå c
ðàäèóñà r.

Îïðåäåëåíèå 3. Èíâåðñèåé (ïðîñòðàí-

ñòâà En) îòíîñèòåëüíî ñôåðû íàçûâàåòñÿ òà-

êîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò âñÿêóþ
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òî÷êó x ∈ En çà èñêëþ÷åíèåì öåíòðà ñôåðû

(òî÷êè c) ðàäèóñà r, â òàêóþ òî÷êó x′ ëó÷à [cx),
äëÿ êîòîðîé

|cx′| =
r2

|cx| .[3, .482]

Ïóñòü En
c = En\ {c} ; ic,r : En

c → En
c � èí-

âåðñèÿ ñ öåíòðîì c ðàäèóñà r.
Èç îïðåäåëåíèÿ èíâåðñèè ñëåäóåò, ÷òî

−→
cx′ =

r2

−→cx2
· −→cx,

ãäå x′ = ic,r(x).
Âûÿñíèì, êàê èíâåðñèÿ ïðåîáðàçóåò øàðû.

Óòâåðæäåíèå 1. Øàð, íå ñîäåðæàùèé

öåíòð èíâåðñèè, ïåðåõîäèò ïðè èíâåðñèè â

øàð, òàêæå íå ñîäåðæàùèé öåíòð èíâåðñèè.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè öåíòð èíâåðñèè ÿâ-

ëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé øàðà, òî èíâåðñèÿ

ïðåîáðàçóåò øàð âî âíåøíîñòü øàðà.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè öåíòð èíâåðñèè ÿâ-

ëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé øàðà, òî èíâåðñèÿ

ïðåîáðàçóåò øàð â ïîëóïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé 1�3.

Ïóñòü B(a, d) � ïðîèçâîëüíûé øàð ïðî-
ñòðàíñòâà En; ~a � ðàäèóñ � âåêòîð òî÷êè a,
~x � ðàäèóñ � âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè øà-
ðà B(a, d). Çàïèøåì íåðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå
øàð B(a, d)

(~x − ~a)2 − d2 ≤ 0. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì íåïîñðåäñòâåííî

äëÿ èíâåðñèè ~x′ = r2

~x2 · ~x ñ öåíòðîì â íà÷àëå êî-
îðäèíàò (òî÷êå c) è ðàäèóñîì r.

Â ñèëó èíâîëþòèâíîñòè èíâåðñèè áóäåì
èìåòü

~x =
r2

~x′
2 · ~x′ (2)

Åñëè â íåðàâåíñòâå (1) çàìåíèì ~x âûðàæå-
íèåì (2), òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå îáðàçà B′ øàðà
B(a, d) ïðè èíâåðñèè (2)(

r2

~x′
2 · ~x′ − ~a

)2

− d2 ≤ 0.

Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòî
íåðàâåíñòâî ïðèâåäåì ê âèäó(

~a2 − d2
)
~x′

2 − 2r2 < ~a, ~x′ > +r4 ≤ 0,

ãäå < ~a, ~x′ > ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
~a è ~x′.

Îáîçíà÷èâ ~a2 − d2 ÷åðåç p, ïåðåïèøåì ïîëó-
÷åííîå íåðàâåíñòâî â âèäå

p~x′
2 − 2r2 < ~a, ~x′ > +r4 ≤ 0. (3)

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:
1. Åñëè p > 0, òî c /∈ B(a, d). È íåðàâåíñòâî

(3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

~x′
2 − 2r2

p
< ~a, ~x′ > +

r4

p
≤ 0

èëè (
~x′ − r2

p
~a

)2

≤ r4(~a2 − p)
p2

.

Ïîäñòàâèâ p = ~a2 − d2 â ïîñëåäíåå íåðàâåí-
ñòâî, çàïèøåì åãî òàê(

~x′ − r2

~a2 − d2
~a

)2

≤ r4d2

(~a2 − d2)2
. (4)

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî (4) çàäàåò øàð (íå

ñîäåðæàùèé òî÷êó c) ðàäèóñà r2d
~a2−d2 ñ öåíòðîì â

òî÷êå a∗, èìåþùåé ðàäèóñ � âåêòîð r2

~a2−d2~a.
2. Åñëè p < 0, òî c ∈ intB(a, d). Òîãäà íåðà-

âåíñòâî (3), ðàâíîñèëüíîå íåðàâåíñòâó

~x′
2 − 2r2 < ~a, ~x′ > +r4 ≥ 0,

îïðåäåëÿåò âíåøíîñòü øàðà.
3. Åñëè p = 0, òî c ∈ ∂B(a, d). Â ýòîì ñëó÷àå

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî < ~a, ~x′ > − r2

2 ≥ 0, êîòîðîå
çàäàåò ïîëóïðîñòðàíñòâî, íå ñîäåðæàùåå öåíòð
èíâåðñèè � òî÷êó c.

Óòâåðæäåíèÿ 1�3 ïîëíîñòüþ äîêàçàíû.
Èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 1�3 íåïî-

ñðåäñòâåííî âûòåêàþò äâà ñëåäóþùèõ óòâåð-
æäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 4.Ïóñòü èíâåðñèÿ ic,r ïðåîá-

ðàçóåò øàð B(a, d), íå ñîäåðæàùèé öåíòðà èí-

âåðñèè, â øàð B′(a∗, d′).
Òîãäà

1. Öåíòð øàðà B(a, d) íå ïåðåõîäèò â öåíòð

øàðà B′(a∗, d′) ïðè èíâåðñèè ic,r, òî åñòü a
∗ 6=

a′, ãäå a′ = ic,r.
2.

d′ =
r2d

|ca|2 − d2
. (4′)

Óòâåðæäåíèå 5. Âíóòðåííîñòü è ãðàíèöà

øàðà ïðè èíâåðñèè ïåðåõîäÿò ñîîòâåòñòâåííî

âî âíóòðåííîñòü è ãðàíèöó åãî îáðàçà.

Òåîðåìà 2. Ïðè èíâåðñèè ic,r îïîðíûé øàð

ê ìíîæåñòâó F ⊂ En â òî÷êå y ∈ F, íå ñî-

äåðæàùèé òî÷êó c, ïåðåõîäèò â îïîðíûé øàð

ê ìíîæåñòâó ic,r(F ) â òî÷êå ic,r(y).
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Âåñòíèê ÁÃÏÓ: Åñòåñòâåííûå è òî÷íûå íàóêè

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü B � îïîðíûé øàð ê ìíîæåñòâó F

â òî÷êå y. Çàìåòèì, ÷òî ic,r(B) åñòü øàð, òàê
êàê c /∈ B. Ïîñêîëüêó y ∈ B è y ∈ F,
òî ic,r(y) ∈ ic,r(B) è ic,r(y) ∈ ic,r(F ). Â ñèëó
óòâåðæäåíèÿ 5, âíóòðåííîñòü øàðà B ïðè èí-
âåðñèè ic,r îòîáðàæàåòñÿ âî âíóòðåííîñòü øàðà
ic,r(B). Òîãäà int(ic,r(B))

⋂
ic,r(F ) = �, òàê êàê

intB
⋂
F = � (ïî îïðåäåëåíèþ îïîðíîãî øàðà).

Ñëåäîâàòåëüíî, ic,r(B) � îïîðíûé øàð ê ìíîæå-
ñòâó ic,r(F ) â òî÷êå ic,r(y).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äàëåå â ýòîì ïóíêòå îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
ëó÷åé ïîñòðàíñòâà En, ïîðîæäàåìîå èíâåðñèåé.

Ïóñòü L(En
c ) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ëó÷åé ïðî-

ñòðàíñòâà En, èìåþùèõ íà÷àëà â òî÷êàõ, îòëè÷-
íûõ îò öåíòðà c.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ëó÷åé

ĩc,r : L(En
c ) → L(En

c ),

ïîðîæäàåìîå èíâåðñèåé ic,r, ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: êàæäîìó ëó÷ó t ñ íà÷àëîì â òî÷êå x ∈ En

c è
íàïðàâëÿþùèì îðòîì ~t ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
ëó÷ t′ ñ íà÷àëîì â òî÷êå ic,r(x) è íàïðàâëÿþ-

ùèì îðòîì
i∗x(~t)

||i∗x(~t)|| , ãäå i
∗
x : Tx(En

c ) → Tx(En
c ) �

èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå êàñàòåëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ â òî÷êå x, ïîðîæäàåìîå èíâåðñèåé.

Íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
îòîáðàæåíèÿ ĩc,r.

Ñâîéñòâî 1. Îòîáðàæåíèå ĩc,r áèåêòèâíî.

Ñâîéñòâî 2. Îòîáðàæåíèå ĩc,r ïåðåâîäèò

ëó÷è, èñõîäÿùèå èç îäíîé òî÷êè, â ëó÷è, èñõî-

äÿùèå èç îäíîé òî÷êè.

Ñâîéñòâî 3. Îòîáðàæåíèå ĩc,r ñîõðàíÿåò

óãëû ìåæäó ëó÷àìè, èñõîäÿùèìè èç îäíîé òî÷-

êè.

Ñâîéñòâî 4. Îòîáðàæåíèå ĩc,r èíâîëþòèâ-

íî.

Ñâîéñòâî 5. Îòîáðàæåíèå ĩc,r íåïðåðûâíî.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü øàð B íå ñîäåðæèò öåí-

òðà èíâåðñèè ic,r è B
′ � åãî îáðàç ïðè ýòîé èí-

âåðñèè.

Òîãäà ïðè îòîáðàæåíèè ĩc,r âñÿêèé ëó÷, èñ-

õîäÿùèé èç ãðàíè÷íîé òî÷êè øàðà B è ïðîõîäÿ-

ùèé ÷åðåç öåíòð ýòîãî øàðà, ïåðåõîäèò â ëó÷,

èñõîäÿùèé èç ãðàíè÷íîé òî÷êè øàðà B′ è ïðî-

õîäÿùèé ÷åðåç öåíòð øàðà B′.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå En çàäàíà ïðÿìîóãîëü-

íàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (c, ~e1, ~e2, . . . , ~en) ñ íà÷à-
ëîì êîîðäèíàò â òî÷êå c � öåíòðå èíâåðñèè ic,r.

Ðàññìîòðèì øàð B ñ öåíòðîì â òî÷êå a, íå
ñîäåðæàùèé öåíòðà èíâåðñèè ic,r � òî÷êó c; è

ëó÷ t, êîòîðûé èìååò íà÷àëî â òî÷êå x ∈ ∂B è
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó a.

Ïóñòü x′ = ic,r(x), B′ = ic,r(B) è t̃ =
ĩc,r(t). Çàìåòèì, ÷òî B′ åñòü øàð (ïî óòâåðæäå-
íèþ 1), öåíòð êîòîðîãî îáîçíà÷èì a∗. Êðîìå òî-
ãî, x′ ∈ ∂B (óòâåðæäåíèå 5).

Ïóñòü ~t = −→xa � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ëó÷à
t è i∗x(~t) = ~t′. Òîãäà âåêòîð t′ ÿâëÿåòñÿ íàïðàâ-
ëÿþùèì âåêòîðîì ëó÷à t̃, èñõîäÿùåãî èç òî÷êè
x′.

Äîêàæåì, ÷òî a∗ ∈ t̃. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî
~t′ ↑↑ −−→

x′a∗.
Ïî ôîðìóëå èíäóöèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ,

îïðåäåëÿåìîãî èíâåðñèåé, èìååì

~t′ =
r2

||~x||2
(
~t− 2 < ~x,~t >

~x

||~x||2
)
,

ãäå ~x � ðàäèóñ � âåêòîð òî÷êè x, < ~x,~t > � ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~x è ~t. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî −−→

x′a∗ =
−→
ca∗ −−→

cx′. (5)

Ïî îïðåäåëåíèþ èíâåðñèè
−→
cx′ = r2

||−→cx||2
−→cx. Çà-

ìåòèì, ÷òî âåêòîð −→cx ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñ � âåêòî-
ðîì òî÷êè x. Òîãäà

−→
cx′ =

r2

||−→x ||2
−→x . (6)

Èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 1 èìååì, ÷òî
öåíòð øàðà B′ (òî÷êà a∗) èìååò ðàäèóñ � âåêòîð−→
ca∗ = r2

||−→ca||2−||−→xa||2
−→ca.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî −→ca = ~x + ~t, ãäå
~x = −→cx è ~t = −→xa, ïîëó÷èì

−→
ca∗ =

r2

(~x+ ~t)2 − ||~t||2 (~x+ ~t). (7)

Â ðàâåíñòâå (5) çàìåíèì âåêòîðû
−→
ca∗ è

−→
cx′ èõ

âûðàæåíèÿìè (7) è (6):

−−→
x′a∗ =

r2

(~x+ ~t)2 − ||~t||2 · (~x+ ~t) − r2

||~x||2 · ~x =

=
r2

||~x||2 · ((~x+ ~t)2 − ||~t||2) · ((~x+ ~t) · ||~x||2−

−~x · (~x+ ~t)2 + ||~t||2 · ~x) =

=
r2

(~x+ ~t)2 − ||~t||2 ·
(
~t− 2· < ~x,~t > · ~x

||~x||2
)
.
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Òàêèì îáðàçîì,
−−→
x′a∗ = ||~x||2

(~x+~t)2−||~t||2 · ~t′.
Òàê êàê c /∈ B, òî ||−→ca||2 − ||−→ax||2 > 0, òî åñòü

(~x + ~t)2 − ||~t||2 > 0. Òîãäà ||~x||2
(~x+~t)2−||~t||2 > 0. Ïî-

ýòîìó
−−→
x′a∗ ↑↑ ~t′. Ñëåäîâàòåëüíî, ëó÷ t̃ ïðîõîäèò

÷åðåç òî÷êó a∗, ÿâëÿþùóþñÿ öåíòðîì øàðà B′.
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

3. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê îñíîâíîìó ðåçóëü-
òàòó, äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà. Ïóñòü B(x, δ)- îïîðíûé øàð ê ìíî-
æåñòâó F â òî÷êå y, íå ñîäåðæàùèé öåíòðà c
èíâåðñèè ic,r, è øàð B′(x∗, δ′) åãî îáðàç ïðè èí-

âåðñèè ic,r.
Òîãäà ðàäèóñû δ è δ′ øàðîâ B(x, δ) è B′(x∗, δ′)

ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì

δ′ >
r2 · δ

(|cy| + δ)2
.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî óñëîâèþ ëåììû øàð B′(x∗, δ′) ÿâëÿåòñÿ

îáðàçîì øàðà B(x, δ) ïðè èíâåðñèè ic,r, öåíòð
êîòîðîé íå ïðèíàäëåæèò øàðó B(x, δ). Ïîýòî-
ìó, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 4, ðàäèóñ øàðà B′(x∗, δ)
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå δ′ = r2δ

|cx|2−δ2 .

Î÷åâèäíî, ÷òî δ′ > r2δ
|cx|2 . Â òðåóãîëüíèêå

cxy èìååì |cx| < |cy| + |yx| èëè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
|xy| = δ, ïîëó÷èì

|cx| < |cy| + δ. (8)

Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê cxy ìîæåò âûðîæ-
äàòüñÿ â îòðåçîê. Òîãäà âîçìîæíû åùå äâà ñëó-
÷àÿ:

1. |cx| = |cy| + δ, åñëè y ∈ [cx].
2. |cx| = |cy| − δ, åñëè x ∈ [cy].
Âî âòîðîì ñëó÷àå òàêæå ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî (8), òàê êàê |cy| − δ < |cy| + δ.
Ó÷èòûâàÿ âñå òðè ñëó÷àÿ, ïîëó÷èì

|cx| ≤ |cy| + δ, îòêóäà |cx|2 ≤ (|cy| + δ)2.
Òîãäà áóäåì èìåòü

δ′ >
r2 · δ
|cx|2 ≥ r2 · δ

(|cy| + δ)2
.

Òåì ñàìûì ïîëó÷èëè òðåáóåìóþ îöåíêó

δ′ >
r2 · δ

(|cy| + δ)2
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà. Îáðàçîì êîìïàêòíîãî ìíîæå-

ñòâà F ⊂ En êëàññà O∆ ïðè èíâåðñèè ñ öåí-

òðîì, íå ïðèíàäëåæàùèì ìíîæåñòâó F, ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîæåñòâî êëàññà O∆.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü F - êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî êëàññà O∆,

ðàäèóñ îáêàòà êîòîðîãî ðàâåí δ1; ρ � ðàññòîÿíèå
îò öåíòðà èíâåðñèè ic,r äî ìíîæåñòâà F. Ïîëî-
æèì δ = min

{
δ1,

1
2ρ
}
.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ îïîðíûõ øàðîâ ðàäèóñà
δ ê ìíîæåñòâó F â òî÷êå y ∈ F îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç σ(y), à ñîâîêóïíîñòü âñåõ îïîðíûõ øàðîâ ê
ìíîæåñòâó F ÷åðåç σ.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ, ñèñòåìû σ(y) óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèÿì 1�2 îïðåäåëåíèÿ 2. Î÷åâèäíî,
÷òî òî÷êà c /∈ cl(

⋃
σ). Òîãäà îáðàçû âñåõ øàðîâ

ñîâîêóïíîñòè σ ïðè èíâåðñèè ic,r áóäóò îïîð-
íûìè øàðàìè ê ìíîæåñòâó ic,r(F ) = F ′ (òåîðå-
ìà 2). Ñîâîêóïíîñòü îáðàçîâ øàðîâ èç ñèñòåìû
σ(y) îáîçíà÷èì ÷åðåç σ′(y′), ãäå y′ = ic,r(y). Ïî-
êàæåì, ÷òî ðàäèóñû âñåõ ýòèõ øàðîâ èç ñèñòå-
ìû σ′(y′) îãðàíè÷åíû ñíèçó íåêîòîðûì ÷èñëîì
δ∗ > 0.

Ðàäèóñ îáðàçà êàæäîãî øàðà B(x, δ) ∈ σ(y)
ïðè èíâåðñèè ic,r, ñîãëàñíî ëåììå, îöåíèâàåòñÿ
íåðàâåíñòâîì

δ′ >
r2δ

(|cy| + δ)2
.

Ïóñòü λ = sup
y∈F

{|cy|} . Ââèäó îãðàíè÷åííîñòè
ìíîæåñòâà F è â ñèëó óñëîâèÿ c /∈ cl(

⋃
σ) âû-

ïîëíÿåòñÿ 0 < λ < +∞. Òîãäà ÷èñëî δ∗ = r2δ
(λ+δ)2

áóäåò òðåáóåìûì:

δ′ > δ∗ > 0.

Ïðèìåíèì ê êàæäîìó øàðó

B(x′, δ′) = ic,r(B(x, δ)),

ãäå B(x, δ) ∈ σ(y), ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå
y′ = ic,r(y) è êîýôôèöèåíòîì δ∗

δ′ . Òîãäà îáðà-
çîì ýòîãî øàðà áóäåò øàð B(x∗, δ∗) ðàäèóñà δ∗,
öåíòð êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò ëó÷ó [y′x′). Çàìå-
òèì, ÷òî B(x∗, δ∗) ⊂ B(x′, δ′) è y′ ∈ ∂B(x∗, δ∗),
òî åñòü øàð B(x∗, δ∗) ÿâëÿåòñÿ îïîðíûì ê ìíî-
æåñòâó F ′ â òî÷êå y′. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ
øàðîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç σ∗(y′). À ñîâîêóïíîñòü
âñåõ øàðîâ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìû σ∗(y′) ïðè âñåõ
y′ ∈ F ′, îáîçíà÷èì σ∗. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàäèóñû
âñåõ øàðîâ ñèñòåìû σ∗ ðàâíû îäíîìó è òîìó æå
÷èñëó δ∗. Äîêàæåì, ÷òî ñèñòåìû σ∗, y ∈ F, óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1 - 3 îïðåäåëåíèÿ 2.

Ïîñêîëüêó êàæäûé îïîðíûé øàð èç ñèñòåì
σ∗ ÿâëÿåòñÿ îïîðíûì ê ìíîæåñòâó F ′, òî íè-
êàêàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà ëþáîãî øàðà èç σ∗ íå
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó F ′, è óñëîâèå 1 îïðåäå-
ëåíèÿ 2 äëÿ ñèñòåì øàðîâ σ∗, ïðè âñåõ y ∈ F,
âûïîëíåíî.
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Òåïåðü äîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2.

Ïîêàæåì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå âñåõ øàðîâ ñèñòå-
ìû σ∗(y′) èìååò õîòÿ áû îäíó âíóòðåííþþ òî÷-
êó.

Ïîñêîëüêó F ∈ Oδ, òî ïåðåñå÷åíèå
⋂
σ(y),

ãäå y = ic,r(y′), ñîäåðæèò íåêîòîðûé øàð U, îá-
ðàçîì êîòîðîãî ïðè èíâåðñèè ic,r ÿâëÿåòñÿ øàð
U ′ ∈ σ′(y′).

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ïðè íàäëåæàùå âûáðàí-
íîé ãîìîòåòèè h ñ öåíòðîì â òî÷êå y′ îáðàç øàðà
U ′ ñîäåðæèòñÿ â ïåðåñå÷åíèè

⋂
σ∗(y′).

Êîýôôèöèåíò ãîìîòåòèè h (îáîçíà÷èì åãî
÷åðåç k) âûáåðåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæ-
äûé èç øàðîâ B(x′, δ′) ñèñòåìû σ′(y′) îòîáðà-
çèëñÿ âíóòðü ñîîòâåòñòâóþùåãî øàðà B(x∗, δ∗)
èç ñèñòåìû σ∗(y′), òî åñòü äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ íåðàâåíñòâî kδ′ < δ∗. Ïîýòîìó êîýô-
ôèöèåíò k äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

0 < k < min
{

δ∗
δ′

}
, ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì

øàðàì ñèñòåìû σ′(y′).
Ïîñêîëüêó ÷èñëî δ∗ äëÿ âñåõ øàðîâ ñèñòåìû

σ∗(y′) îäíî è òîæå, òî êîýôôèöèåíò k áóäåò ñó-
ùåñòâîâàòü â òîì ñëó÷àå, êîãäà sup(δ′) < +∞,
ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì øàðàì ñèñòå-
ìû σ′(y′). Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî
ðàäèóñû øàðîâ ñèñòåìû σ′(y′) îãðàíè÷åíû â ñî-
âîêóïíîñòè.

Ïîëîæèì µ = inf
x∈Zy

{|cx|} , ãäå Zy - ìíîæåñòâî

öåíòðîâ âñåõ øàðîâ èç ñèñòåìû σ(y).
Òàê êàê c /∈ cl(

⋃
σ), òî µ > δ è, ó÷èòû-

âàÿ ôîðìóëó (4') èç óòâåðæäåíèÿ 4, ïîëó÷èì

δ′ = r2δ
|cx|2−δ2 ≤ r2δ

µ2−δ2 . Òàêèì îáðàçîì, ïðè

k = δ∗(µ2−δ2)
r2δ áóäåì èìåòü: h(U ′) ∈ σ∗(y′). Ïî-

ñêîëüêó h(U ′) åñòü øàð, ÿâëÿþùèéñÿ îáðàçîì
øàðà ïðè ãîìîòåòèè,òî ïåðåñå÷åíèå âñåõ øà-
ðîâ ñèñòåìû σ∗(y′) ñîäåðæèò âíóòðåííèå òî÷êè.
Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ñèñòåìû σ∗(y′) óñëîâèå 2
äëÿ êàæäîé ñèñòåìû øàðîâ èç σ∗ âûïîëíåíî.

Äîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 3.

Ïóñòü òî÷êè y′, y′j ∈ F ′, è øàð
B∗

j = B(x∗j , δ
∗) ⊂ σ∗(y′j), j = 1, 2, . . . ; ïóñòü ïðè

j → ∞ y
′
j → y′ è B∗

j → B∗.
Äîêàæåì, ÷òî B∗ ∈ σ∗(y′).

Ïîñêîëüêó B∗
j → B∗ ïðè j → ∞, òî x∗j → x∗

ïðè j → ∞. Çàìåòèì, ÷òî ðàäèóñû øàðîâ
B∗

j , j = 1, 2, . . . , ðàâíû δ∗. Òîãäà è ðàäèóñ øàðà
B∗ òàêæå ðàâåí δ∗. Òàê êàê y′j ∈ B∗

j , j = 1, 2, . . . ,
òî y′ ⊂ B∗. Ïîñêîëüêó øàðû B∗

j , j = 1, 2, . . . , íå
èìåþò âíóòðåííèõ òî÷åê ñ ìíîæåñòâîì F ′, òî è
øàð B∗ òàêæå íå èìååò âíóòðåííèõ òî÷åê ñ F ′.
Ïîýòîìó y′ ∈ ∂B∗.

Ðàññìîòðèì ëó÷è k̃ = [y′x∗) è k̃j = [y′jx
∗
j ),

j = 1, 2, . . . . Òàê êàê y′j → y′ è x∗j → x∗ ïðè

j → ∞, òî k̃j → k̃ ïðè j → ∞.
Ïóñòü y = ic,r(y′), yj = ic,r(y′j), j = 1, 2, . . . , è

kj = ĩc,r(k̃), kj = ĩc,r(k̃j), j = 1, 2, . . . .
Òîãäà, â ñèëó èíâîëþòèâíîñòè èíâåðñèè è

îòîáðàæåíèÿ
ĩc,r : y′ = ic,r(y), y′j = ic,r(yj), j = 1, 2, . . . , è
k̃ = ĩc,r(k̃), k̃j = ĩc,r(k̃j), j = 1, 2, . . . . Çàìåòèì,
÷òî òî÷êè y è yj , j = 1, 2, . . . , ïðèíàäëåæàò ãðà-
íèöå ìíîæåñòâà F è ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
íà÷àëàìè ëó÷åé k è k̃j , j = 1, 2, . . . .

Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ ñèñòåì σ∗(y), äëÿ øà-
ðà B∗

j ∈ σ∗(yj), íàéäåòñÿ îïîðíûé øàð
B(x′j , δ

′) ∈ σ′(yj), öåíòð êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò

ëó÷ó k̃j . Çàìåòèì, ÷òî îáðàçîì øàðà B(x′j , δ
′)

ïðè èíâåðñèè ic,r ÿâëÿåòñÿ øàðBj ∈ σ(yj), öåíòð
êîòîðîãî (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç xj ) ïðèíàäëåæèò
ëó÷ó kj (òåîðåìà 3), à ðàäèóñ ðàâåí δ. Ïîñêîëüêó

k̃j → k̃ ïðè j → ∞ è îòîáðàæåíèå ĩc,r íåïðåðûâ-
íî, òî ëó÷è kj , j = 1, 2, . . . , ñõîäÿòñÿ ê ëó÷ó k
ïðè j → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè j → ∞ øàðû
Bj , j = 1, 2, . . . , ñõîäÿòñÿ ê øàðó B ñ öåíòðîì
â òî÷êå x ∈ k, ïðè ýòîì åãî ðàäèóñ ðàâåí δ (òî
åñòü |yx| = δ). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ìíîæåñòâî F
ÿâëÿåòñÿ Oδ− ìíîæåñòâîì, ïîýòîìó â ñèëó òðå-
òüåãî óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 2 øàð B ∈ σ(y).

Òàê êàê k̃ = ĩc,r(k), x∗ ∈ k̃, (k̃ = [y′x∗)) è
|y′x∗| = δ (ðàäèóñ øàðà B), òî B∗ ∈ σ∗(y′). Òåì
ñàìûì, âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 3 îïðåäåëåíèÿ 2 äî-
êàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàëè, ÷òî ñèñòåìû øà-
ðîâ σ∗(y′), y′ ∈ F ′, óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâè-
ÿì îïðåäåëåíèÿ Oδ− ìíîæåñòâà, çíà÷èò, ìíîæå-
ñòâî F ′ ïðèíàäëåæèò êëàññó O∆.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÓÄÊ 512.53

À.Ñ. Êóçüìèíà

ÎÁ ÀÐÌÅÍÄÅÐÈÇÎÂÑÊÈÕ
È ÊÎÑÛÕ ÀÐÌÅÍÄÅÐÈÇÎÂÑÊÈÕ ÊÎËÜÖÀÕ

Íà ïðîòÿæåíèè äàííîé ðàáîòû ñëîâî "êîëü-
öî" îçíà÷àåò àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ àð-

ìåíäåðèçîâñêèì, åñëè äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ

f(x) = a0+a1x+...+amx
m è g(x) = b0+b1x+...+

bnx
n ∈ R[x] èç òîãî, ÷òî f(x)g(x) = 0, ñëåäóåò

aibj = 0 äëÿ âñåõ 0 6 i 6 m è 0 6 j 6 n.
Îïðåäåëåíèå. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ ðåäóöè-

ðîâàííûì, åñëè â íåì íåò íåíóëåâûõ íèëüïî-

òåíòíûõ ýëåìåíòîâ.

Â 1974 ã. Å. Àðìåíäåðèç îïóáëèêîâàë ñòà-
òüþ [1], â êîòîðîé îòìå÷àëîñü, ÷òî åñëè ïðîèçâå-
äåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
ðåäóöèðîâàííîãî êîëüöà ðàâíî íóëþ, òî è âñå-
âîçìîæíûå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ êîýôôèöè-
åíòîâ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíû íóëþ.

Ïîçæå â ðàáîòå [2] êîëüöàì, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèì òàêîìó óñëîâèþ, äàëè íàçâàíèå "àðìåíäå-
ðèçîâñêèõ". Â ýòîé ðàáîòå òàêæå áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ïîëíîå ìàòðè÷íîå êîëüöî ïîðÿäêà n > 2 íàä
ëþáûì êîëüöîì íå ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì.

Â 1998 ã. Ä. Àíäåðñîí è Â. Êàìèëëî äîêàçàëè
â [3], ÷òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä àðìåíäåðèçîâ-
ñêèì êîëüöîì ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì.

Â ðàáîòàõ [4] è [5] îòìå÷åíî, ÷òî ëþáîé èäåì-
ïîòåíò àðìåíäåðèçîâñêîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ öåí-
òðàëüíûì è äëÿ ëþáîãî êîëüöà R êîëüöî

S = {
 a b c

0 a d
0 0 a

 |a, b, c, d ∈ R}

ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà R � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî.

Â ðàáîòå [6] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå êîñîãî àð-
ìåíäåðèçîâñêîãî êîëüöà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü α � ýíäîìîðôèçì

êîëüöà R. Êîëüöîì êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ R[x;α]
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íàä

êîëüöîì R ñ íîâîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ:

xr = α(r)x äëÿ âñåõ r ∈ R.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü α � ýíäîìîðôèçì

êîëüöà R. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ êîñûì àðìåí-

äåðèçîâñêèì ñ ýíäîìîðôèçìîì α (èëè α�êîñûì

àðìåíäåðèçîâñêèì), åñëè äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ f(x) = a0 + a1x + ... + amx
m è g(x) =

b0 + b1x + ... + bnx
n ∈ R[x;α], óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ óñëîâèþ f(x)g(x) = 0, aiα
i(bj) = 0 äëÿ âñåõ

0 6 i 6 m è 0 6 j 6 n.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü α � ýíäîìîðôèçì

êîëüöà R. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ α�æåñòêèì,

åñëè äëÿ âñåõ a ∈ R èç òîãî, ÷òî aα(a) = 0,
ñëåäóåò a = 0.

Â ðàáîòå [6] ðÿä ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ðà-
íåå äëÿ àðìåíäåðèçîâñêèõ êîëåö, áûëè îáîáùå-
íû íà α�êîñûå àðìåíäåðèçîâñêèå êîëüöà. Êðîìå
òîãî, äîêàçàíû ñëåäóþùèå ôàêòû:

1. Êîëüöî R[x;α] ðåäóöèðîâàííîå â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè êîëüöî R ÿâëÿ-
åòñÿ α�æåñòêèì [6, ïðåäëîæåíèå 3].

2. Ëþáîå α�æåñòêîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ α�
êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì [6, ñëåäñòâèå 4].

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

R] = R× Z = {(a, n)|a ∈ R, n ∈ Z},

ãäå R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî è Z � êîëüöî öå-
ëûõ ÷èñåë. Îïðåäåëèì íà ýòîì ìíîæåñòâå ñëå-
äóþùèå îïåðàöèè:

(a, n) + (b,m) = (a+ b, n+m),

(a, n) · (b,m) = (ab+ am+ bn, nm).

Îòíîñèòåëüíî ýòèõ îïåðàöèé ìíîæåñòâî R]

ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì êîëüöîì, ñîäåðæàùèì
åäèíèöó e = (0, 1).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñäåëàíà ïîïûòêà èçó-
÷èòü àðìåíäåðèçîâñêèå è êîñûå àðìåíäåðèçîâ-
ñêèå ãðóïïîâûå êîëüöà. Ïîëó÷åíû íåêîòîðûå
ðåçóëüòàòû äëÿ ãðóïïîâûõ êîëåö íàä ïîëåì
è ãðóïïîâûõ êîëåö àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó-
÷åíèÿ. Òàêæå èññëåäîâàíû êîñûå àðìåíäåðè-
çîâñêèå êîëüöà ñ ïðèñîåäèíåííîé åäèíèöåé R].
Êðîìå òîãî, óäàëîñü îòâåòèòü íà âîïðîñ, ñôîð-
ìóëèðîâàííûé â [6, ñ.115] äëÿ æåñòêèõ êîëåö, è
îáîáùèòü ðåçóëüòàò [6, ïðåäëîæåíèå 8].
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1. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ êîñûõ àðìåíäåðèçîâñêèõ è æåñòêèõ êîëåö

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ α�
æåñòêèì äëÿ íåêîòîðîãî ýíäîìîðôèçìà α êîëü-
öà R, òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ýíäîìîðôèçì α èíúåêòèâåí [6, ñ.104];

2) êîëüöî R ðåäóöèðîâàííîå [6, ñ.104];

3) êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ α�êîñûì àðìåíäåðè-
çîâñêèì [6, ñëåäñòâèå 4].

Â ðàáîòå [6] ïîñòàâëåí ñëåäóþùèé âîïðîñ: åñ-
ëè âûïîëíÿþòñÿ ïåðå÷èñëåííûå âûøå óñëîâèÿ,
òî ÿâëÿåòñÿ ëè êîëüöî R α�æåñòêèì? Îòâåò íà
ýòîò âîïðîñ äàåò 1

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü α � ìîíîìîðôèçì

ðåäóöèðîâàííîãî êîëüöà R è êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ

α�êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì. Òîãäà R ÿâëÿåòñÿ

α�æåñòêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R íå
ÿâëÿåòñÿ α�æåñòêèì, ò.å. ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé
ýëåìåíò a ∈ R, òàêîé, ÷òî aα(a) = 0. Òîãäà

(α(a)X − α(a))(α(a)X + a) = 0.

Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ α�êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì.
Ñëåäîâàòåëüíî, α(a)2 = 0. Íî â R íåò íåíóëåâûõ
íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, ïîýòîìó α(a) = 0.
Â ñèëó òîãî, ÷òî α ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì,
a = 0. Ïðîòèâîðå÷èå. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Â ðàáîòå [6] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî α�
æåñòêîãî êîëüöà R êîëüöî

S = {
 a b c

0 a d
0 0 a

 |a, b, c, d ∈ R}

ÿâëÿåòñÿ α�êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì, ãäå ýíäî-
ìîðôèçì α : S → S îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

α((aij)) = (α(aij)).

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå, åñëè α � òîæ-
äåñòâåííûé ýíäîìîðôèçì êîëüöà R, èìååò ìåñòî
[4, çàìå÷àíèå 2.5]. Îêàçûâàåòñÿ, îáðàòíîå óòâåð-
æäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîãî ýíäîìîðôèçìà α êîëü-
öà R, òàêîãî, ÷òî α(1) = 1, ãäå 1 � åäèíèöà êîëü-
öà R. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ïîêàçàòü, äîêàæåì
ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 1. Ïóñòü b ∈ R � íåíóëåâîé íèëüïî-

òåíòíûé ýëåìåíò c èíäåêñîì íèëüïîòåíòíî-

ñòè n > 2 è 0 6= a ∈ R, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ab = ba,
2) aα(a) = 0 è α(b) = b,
3) ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n0, òà-

êîå, ÷òî n
2 6 n0 < n è abn0 6= 0.

Òîãäà êîëüöî R íå ÿâëÿåòñÿ α�êîñûì àðìåí-

äåðèçîâñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ 1) è 2), òî

(aX + bn0)(aX − bn0) = 0,

íî abn0 6= 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ êî-
ñîãî àðìåíäåðèçîâñêîãî êîëüöà. Ëåììà äîêàçà-
íà.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü êîëüöî

S = {
 a b c

0 a d
0 0 a

 |a, b, c, d ∈ R}

ÿâëÿåòñÿ α�êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì, ãäå ýíäî-

ìîðôèçì α : S → S îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

α((aij)) = (α(aij))

äëÿ íåêîòîðîãî ýíäîìîðôèçìà α êîëüöà R, ïðè-
÷åì α(1) = 1, ãäå 1 � åäèíèöà êîëüöà R. Òîãäà
êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ α�æåñòêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R íå
ÿâëÿåòñÿ α�æåñòêèì, ò.å. ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé
ýëåìåíò a ∈ R, òàêîé, ÷òî aα(a) = 0. Îáîçíà÷èì

A =

 a 0 0
0 a 0
0 0 a

 .

Ïóñòü e12 � ìàòðè÷íàÿ åäèíèöà. Çàìåòèì, ÷òî
Ae12 = e12A 6= 0, e212 = 0, α(e12) = e12 è Aα(A) =
0, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ëåììû -1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êîëüöî S íå ÿâëÿåòñÿ α�êîñûì àðìåíäå-
ðèçîâñêèì. Ïðîòèâîðå÷èå. Ïðåäëîæåíèå äîêàçà-
íî.

Ëåììà 2. Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ α�æåñòêèì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ a ∈ R èç

òîãî, ÷òî α(a)a = 0, ñëåäóåò a = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êîëü-

öî R ÿâëÿåòñÿ α�æåñòêèì, òî îíî ÿâëÿåòñÿ òàê-
æå è ðåäóöèðîâàííûì, ñëåäîâàòåëüíî, â íåì âû-
ïîëíÿåòñÿ "êîììóòàòèâíîñòü ïî íóëþ"[9, ñ.42].

Îáðàòíî, ïóñòü äëÿ âñåõ a ∈ R èç òîãî, ÷òî
α(a)a = 0, ñëåäóåò a = 0. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî
êîëüöî R â ýòîì ñëó÷àå ðåäóöèðîâàííîå. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü íàéäåòñÿ 0 6= a ∈ R, òàêîé, ÷òî
a2 = 0. Òîãäà α(α(a)a)α(a)a = 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, α(a)a = 0. Îòñþäà a = 0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâî-
ðå÷èå, çíà÷èò, êîëüöî R ðåäóöèðîâàííîå. Ïîêà-
æåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ òàêæå α�æåñòêèì. Ïóñòü
r ∈ R, òàêîé ÷òî r α(r) = 0. Òîãäà â ñèëó

1Êàê ñòàëî íåäàâíî èçâåñòíî àâòîðó, ýòîò ðåçóëüòàò íåçàâèñèìî áûë ïîëó÷åí â [7, 8].
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"êîììóòàòèâíîñòè ïî íóëþ" α(r)r = 0, ñëåäîâà-
òåëüíî, r = 0.

Ïóñòü I � èäåàë êîëüöà R, α � ýíäîìîðôèçì
êîëüöà R. Åñëè α(I) ⊆ I, òîãäà ýíäîìîðôèçì
α : R/I → R/I îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: α(a+ I) = α(a) + I.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíè-
åì ðåçóëüòàòà [6, ïðåäëîæåíèå 8]. Â ðàáîòå [6]
ýòîò ðåçóëüòàò äîêàçàí ëèøü äëÿ k = 2.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü α � ìîíîìîðôèçì

êîëüöà R, α(1) = 1, ãäå 1 � åäèíèöà êîëüöà R,
k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k > 2. Òîãäà ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ôàêòîð-êîëüöî R[x]/(xk) ÿâëÿåòñÿ α�
êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì;

2) êîëüöî R α�æåñòêîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëü-
öî R íå ÿâëÿåòñÿ α�æåñòêèì, ò.å. ñóùåñòâóåò
0 6= r ∈ R, òàêîé, ÷òî α(r)r = 0. Òîãäà

(α(r) − xn−1y)(r + xn−1y) = 0,

íî α(r)xn−1 6= 0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, òàê
êàê ïî óñëîâèþ ôàêòîð-êîëüöî R[x]/(xk) ÿâëÿ-
åòñÿ α�êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì.

Îáðàòíî, ïóñòü

f =
n∑

i=0

fiy
i, g =

m∑
j=0

gjy
j ∈ (R[x]/(xk))[y;α],

ïðè÷åì fi =
k−1∑
l=0

filx
l, gj =

k−1∑
s=0

gjsx
s ∈ R[x]/(xk).

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü

f =
k−1∑
i=0

hix
i, g =

k−1∑
j=0

pjx
j ,

ãäå

hi =
n∑

l=0

fliy
l, pj =

m∑
s=0

gsjy
s ∈ R[y;α].

Ïóñòü fg = 0, òîãäà èìååò ìåñòî ñèñòåìà ðà-
âåíñòâ:

h0p0 = 0,
h0p1 + h1p0 = 0,
h0p2 + h1p1 + h2p0 = 0,
...................................................
h0pk−1 + h1pk−2 + ...+ hk−2p1 + hk−1p0 = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî hipj = 0 äëÿ i + j 6 s
äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà s,
0 6 s 6 k− 1. Óìíîæèâ ñëåâà íà p0 ðàâåíñòâî

h0ps+1 + h1ps + ...+ hsp1 + hs+1p0 = 0,

ïîëó÷èì p0hs+1p0 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
(hs+1p0)2 = 0. Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ α�æåñòêèì,
ñëåäîâàòåëüíî, êîëüöî R[x;α] ðåäóöèðîâàííîå
[6, ïðåäëîæåíèå 3]. Ïîýòîìó hs+1p0 = 0. Òàêèì
îáðàçîì, ìû èìååì:

h0ps+1 + h1ps + ...+ hsp1 = 0.

Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî ñëåâà íà p1, ïîëó÷èì
hsp0 = 0 è ò.ä. Ïî èíäóêöèè hipj = 0 äëÿ
i+ j 6 s+ 1.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî hipj = 0 äëÿ i+ j 6
k − 1. Êîëüöî R ïî óñëîâèþ α�æåñòêîå, ñëåäî-
âàòåëüíî, è α�êîñîå àðìåíäåðèçîâñêîå [6, ñëåä-
ñòâèå 4]. Çíà÷èò, fliα

l(gsj) = 0 äëÿ âñåõ i, j, l, s.
Ïîýòîìó äëÿ âñåõ i è j

fiα
i(gj) = (

k−1∑
l=0

filx
l)αi(

k−1∑
s=0

gjsx
s) =

= (
k−1∑
l=0

filx
l)(

k−1∑
s=0

αi(gjs)xs) =

=
k−1∑
t=0

(
∑

l+s=t

filα
i(gjs))xt = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîëüöî R[x]/(xk) ÿâëÿåòñÿ
α�êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì. Ïðåäëîæåíèå äîêà-
çàíî.

Ïóñòü α � ýíäîìîðôèçì êîëüöà R. Îïðåäå-
ëèì ýíäîìîðôèçì α êîëüöà R] ñ ïðèñîåäèíåí-
íîé åäèíèöåé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α((a, n)) = (α(a), n).

Òîãäà èìååò ìåñòî
Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü α � ýíäîìîðôèçì

êîëüöà R, ïðè÷åì α(1) = 1, ãäå 1 � åäèíèöà êîëü-
öà R. Êîëüöî R α�êîñîå àðìåíäåðèçîâñêîå â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè êîëüöî R] ÿâëÿåò-

ñÿ α�êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëüöî
R ÿâëÿåòñÿ α�êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì. Ïóñòü

f =
n∑

i=0

(ai, ni)xi, g =
m∑

j=0

(bj ,mj)xj ∈ R][x;α], ãäå

ai, bj ∈ R, ni,mj ∈ Z äëÿ âñåõ i è j, ïðè÷åì
fg = 0.Òîãäà

0 = fg =

(
n∑

i=0

(ai, ni)xi

) m∑
j=0

(bj ,mj)xj

 =

=
n+m∑
k=0

 ∑
i+j=k

(ai, ni)xi(bj ,mj)xj

 =

=
n+m∑
k=0

 ∑
i+j=k

(ai, ni)α((bj ,mj))

 xk =
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=
n+m∑
k=0

 ∑
i+j=k

(ai, ni)(α(bj),mj)

 xk =

=
n+m∑
k=0

∑
i+j=k

(
aiα

i(bj) + aimj + αi(bj)ni;nimj

)
xk.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
n∑

i=0

nix
i

m∑
j=0

mjx
j = 0,

íî â ñèëó òîãî, ÷òî Z[x] ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öå-

ëîñòíîñòè,
n∑

i=0

nix
i = 0 èëè

m∑
j=0

mjx
j = 0.

Ïóñòü
n∑

i=0

nix
i = 0. Òîãäà äëÿ âñåõ

k = 0, 1, ..., n+m∑
i+j=k

(
aiα

i(bj) + aimj

)
= 0.

Çíà÷èò,
n∑

i=0

aix
i

m∑
j=0

(bj +mj · 1)xj = 0 â R[x;α].

Ïî óñëîâèþ êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ α�êîñûì àð-
ìåíäåðèçîâñêèì, ïîýòîìó aiα

i(bj + mj · 1) = 0
äëÿ âñåõ i è j. Ñëåäîâàòåëüíî,

aiα
i(bj +mj · 1) = aiα

i(bj) + aiα
i(mj · 1) =

= aiα
i(bj) + aimj = 0.

Òîãäà (ai, ni)α((bj ,mj)) = 0 äëÿ âñåõ i è j, ò.å.
êîëüöîR] ÿâëÿåòñÿ α�êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà
m∑

j=0

mjx
j = 0.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

2. Àðìåíäåðèçîâñêèå ãðóïïîâûå êîëüöà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ìóëüòèïëèêà-

òèâíàÿ ãðóïïà, R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî. Ãðóï-

ïîâûì êîëüöîì RG ãðóïïû G íàä êîëüöîì R
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåâîç-

ìîæíûõ ôîðìàëüíûõ ñóìì âèäà
∑

g∈G

αgg, â êî-

òîðûõ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ

αg ∈ R îòëè÷íî îò íóëÿ, ïðè÷åì òàêèå ñóììû

ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà ó íèõ ñîâïàäàþò êîýôôèöèåíòû αg ∈ R äëÿ

âñåõ g ∈ G. Îïåðàöèè íàä ôîðìàëüíûìè ñóììà-
ìè îïðåäåëÿþòñÿ cëåäóþùèì îáðàçîì:∑

g∈G

αgg +
∑
g∈G

βgg =
∑
g∈G

(αg + βg)g,

∑
g∈G

αgg

(∑
h∈G

βhh

)
=
∑

g,h∈G

αgβhgh.

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöî R íàçûâàåò-

ñÿ ðåãóëÿðíûì (ïî ôîí Íåéìàíó), åñëè

( ∀ a ∈ R) ( ∃ x ∈ R ) ( a = a x a ).
Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü R � ðåãóëÿðíîå

êîëüöî, ãðóïïà G ëîêàëüíî êîíå÷íà è ïîðÿäîê

êàæäîãî ýëåìåíòà ãðóïïû G îáðàòèì â R. Òî-

ãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) RG � àðìåíäåðèçîâñêîå êîëüöî,

2) RG � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êîëüöî R ðåãóëÿð-
íîå, ãðóïïà G ëîêàëüíî êîíå÷íà è ïîðÿäîê êàæ-
äîãî ýëåìåíòà ãðóïïû G îáðàòèì â R, òî ïî [10,
òåîðåìà 39] ãðóïïîâîå êîëüöî RG ÿâëÿåòñÿ ðå-
ãóëÿðíûì. Cîãëàñíî [3, òåîðåìà 6] äëÿ ðåãóëÿð-
íîãî êîëüöà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) êîëüöî ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì è 2) êîëü-
öî ÿâëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííûì. Ïðåäëîæåíèå äî-
êàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 6. Êîëüöî RG ÿâëÿåòñÿ àð-

ìåíäåðèçîâñêèì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó-

÷àå, åñëè êîëüöî (R[X ])G ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðè-

çîâñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ñîãëàñíî [3, òåîðåìà 2]
êîëüöî RG ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà àðìåíäåðèçîâñêèì ÿâëÿåò-
ñÿ êîëüöî RG[X]. Òàê êàê RG[X ] ∼= (R[X ])G, òî
ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïóñòü R � êîíå÷íîå ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî,
òîãäà R � ïðÿìàÿ ñóììà ïîëåé Ãàëóà. Òàêèì
îáðàçîì, âîïðîñ äëÿ ðåäóöèðîâàííûõ êîíå÷íûõ
êîëåö ñâîäèòñÿ ê êîíå÷íûì ïîëÿì.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü ïîðÿäîê n êîíå÷-

íîé ãðóïïû G íå äåëèòñÿ íà õàðàêòåðèñòèêó p
ïîëÿ F (p > 0). Ãðóïïîâîå êîëüöî FG ÿâëÿåòñÿ

àðìåíäåðèçîâñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

FG � êîíå÷íàÿ ïðÿìàÿ ñóììà òåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü FG � àðìåíäåðèçîâ-
ñêîå êîëüöî. Òàê êàê ïîðÿäîê n ãðóïïû G íå
äåëèòñÿ íà õàðàêòåðèñòèêó p ïîëÿ F , òî ïî òåî-
ðåìå Ìàøêå [11, ñ.139] FG ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé
ïðÿìîé ñóììîé ìàòðèö íàä òåëàìè, êîíå÷íîìåð-
íûìè íàä F . Â ðàáîòå [4] ïîêàçàíî, ÷òî ïîëíîå
ìàòðè÷íîå êîëüöî ïîðÿäêà m > 2 íàä ëþáûì
êîëüöîì íå ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì. Ñëåäî-
âàòåëüíî, êîëüöî FG ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷-
íóþ ïðÿìóþ ñóììó òåë.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
ëþáîå ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ àðìåí-
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äåðèçîâñêèì [1, ëåììà 1] è ïðÿìàÿ ñóììà àðìåí-
äåðèçîâñêèõ êîëåö ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì
êîëüöîì. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Äëÿ êîíå÷íîãî ïîëÿ F èìååò ìåñòî ñëåäóþ-
ùåå ñëåäñòâèå:

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ïîðÿäîê n ãðóïïû G íå

äåëèòñÿ íà õàðàêòåðèñòèêó p êîíå÷íîãî ïîëÿ F
(p > 0). Êîëüöî FG ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà G àáåëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîëüöî FG ÿâëÿåò-
ñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 7
FG ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íóþ ïðÿìóþ ñóì-
ìó òåë. Ïî òåîðåìå Âåääåðáåðíà [11, ñ.161] êî-
íå÷íîå òåëî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Êîëüöî FG êîíå÷-
íî, ïîýòîìó îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ñóì-
ìó ïîëåé Ãàëóà. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëüöî FG êîì-
ìóòàòèâíî, à çíà÷èò, ãðóïïà G àáåëåâà.

Îáðàòíî, ïóñòü ãðóïïàG àáåëåâà. Ïî òåîðåìå
Ìàøêå [11, ñ.139] FG ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷-
íóþ ïðÿìóþ ñóììó ìàòðèö íàä òåëàìè, êîíå÷-
íîìåðíûìè íàä F . Òàê êàê G àáåëåâà ãðóïïà, òî
êîëüöî FG êîììóòàòèâíî. Çíà÷èò, FG � ïðÿìàÿ
ñóììà òåë, ïîýòîìó FG ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðèçîâ-
ñêèì êîëüöîì. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Åñëè F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p (p � ïðîñòîå
÷èñëî), òî Zp ⊂ F , ïîýòîìó èç ïðåäëîæåíèÿ 7 è
ñëåäñòâèÿ 1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ïîëå F èìååò õàðàê-

òåðèñòèêó p (p > 0) è ïîðÿäîê êîíå÷íîé ãðóïïû
G íå äåëèòñÿ íà p. Êîëüöî FG ÿâëÿåòñÿ àðìåí-

äåðèçîâñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóï-

ïà G àáåëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîëüöî FG ÿâëÿåòñÿ
àðìåíäåðèçîâñêèì. Òîãäà ïîäêîëüöî ZpG ⊂ FG
òîæå ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì. Èç ñëåäñòâèÿ
1 ñëåäóåò, ÷òî G � àáåëåâà ãðóïïà.

Îáðàòíî, åñëè ãðóïïà G àáåëåâà, òî êîëüöî
FG êîììóòàòèâíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðå-
ìå Ìàøêå ãðóïïîâîå êîëüöî FG ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-
ìîé ñóììîé ïîëíûõ ìàòðè÷íûõ êîëåö íàä òåëà-
ìè. Ñëåäîâàòåëüíî, FG � ïðÿìàÿ ñóììà ïîëåé,
è çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì êîëüöîì.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ñëåäñòâèÿ 2 âûòåêàåò,
÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Cn

ïîðÿäêà n è ëþáîãî ïîëÿ F õàðàêòåðèñòèêè p
(p > 0 è n íå äåëèòñÿ íà p) ãðóïïîâîå êîëüöî
FCn ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì.

Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè íåàáåëåâûõ êîíå÷íûõ

ãðóïï ñóùåñòâóþò òàêèå ãðóïïû G, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî ïîëÿ F õàðàêòåðèñòèêè p (p � ïðîñòîå)
ãðóïïîâîå êîëüöî FG íå ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðèçîâ-
ñêèì. Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà òàêèõ ãðóïï.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ãðóïïó äèýäðà G =
{a, b|a4 = b2 = e, ba = a3b}. Ýòî íåàáåëåâà ãðóï-
ïà âîñüìîãî ïîðÿäêà. Åñëè ïîëå F èìååò õàðàê-
òåðèñòèêó p > 2, òî ïî ñëåäñòâèþ 1 FG íå ÿâëÿ-
åòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì êîëüöîì.

Ïóñòü ïîëå F èìååò õàðàêòåðèñòèêó p = 2.
Êîëüöî FG íå ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì, òàê
êàê

((1 − a2) + (b− a2)X)((1 − a2) + (b− a2)X) = 0,

íî (1 − a2)(b − a2) 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëüöî
FG íå ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ãðóïïó êâàòåðíè-
îíîâ G = {a, b|a4 = e, a2 = b2, ba = a3b}. Ýòî
òàêæå íåàáåëåâà ãðóïïà âîñüìîãî ïîðÿäêà. Àíà-
ëîãè÷íî òîìó, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, äî-
ñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî FG íå ÿâëÿåòñÿ àðìåí-
äåðèçîâñêèì ïðè p = 2. Ïóñòü

f(X) = (1 + a) + (1 + ab)X + (1 + b)X2

è

g(X) = (1+a)(1+a2)+(1+ b)(1+ b2)X ∈ FG[X ].

Òîãäà f(X)g(X) = 0, íî ( 1 + a) ( 1 + b ) ( 1 + b2) 6=
0.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü R � êîëüöî õàðàê-

òåðèñòèêè p. Eñëè ãðóïïîâîå êîëüöî RG ÿâëÿ-

åòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì, òî ëèáî R � ðåäóöèðî-

âàííîå êîëüöî, ëèáî â ãðóïïå G íåò ýëåìåíòà

ïîðÿäêà p.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî RG � àð-
ìåíäåðèçîâñêîå êîëüöî. Ïóñòü ýëåìåíò a ∈ R,
òàêîé, ÷òî a2 = 0, è ýëåìåíò h ∈ G èìååò ïîðÿ-
äîê p. Ñëåäîâàòåëüíî,

0 = ap − (h− e)pxp =

= (a− (h− e)x)(ap−1 + ap−2(h− e)x+ · · ·+
+(h− e)p−1xp−1).

Îäíàêî a(h−e)p−1 6= 0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå
ñ òåì, ÷òî RG � àðìåíäåðèçîâñêîå êîëüöî.

3. Êîñûå àðìåíäåðèçîâñêèå ãðóïïîâûå êîëüöà

Ïóñòü α � ýíäîìîðôèçì êîëüöà R. Ïðîäîë-
æèì α äî ýíäîìîðôèçìà íà ãðóïïîâîå êîëüöî

RG ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α(
∑
g∈G

βgg) =
∑
g∈G

α(βg)g, βg ∈ R.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî ïðåäëîæå-
íèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, àíàëîãè÷íûé ìåòîäó
äîêàçàòåëüñòâà [3, òåîðåìà 2] è [6, òåîðåìà 6].

Ïðåäëîæåíèå 9. Ïóñòü α � ýíäîìîðôèçì

êîëüöà R è αt = IR äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëü-

íîãî t, ãäå IR � òîæäåñòâåííûé ýíäîìîðôèçì

êîëüöà R. Ïóñòü G � áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ

ãðóïïà. Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ α�êîñûì àðìåíäå-

ðèçîâñêèì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

ãðóïïîâîå êîëüöî RG α�êîñîå àðìåíäåðèçîâñêîå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîëüöî R ÿâëÿåò-

ñÿ α�êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì è p(x) = p0 +
p1x + ... + pmx

m, q(x) = q0 + q1x + ... + qnx
n ∈

RG[y;α], òàêèå, ÷òî pq = 0. Ïóñòü òàêæå

pi =
wi∑

k=−vi

aikg
k,qj =

zj∑
l=−uj

bjlg
l, ãäå vi, wi, uj ,

zj > 0 äëÿ âñåõ i è j. Ïîëîæèì

k = max
06i6m,06j6n

{vi + wi, uj + zj}.

Òîãäà p(gtk)q(gtk) = 0 è p(gtk), q(gtk) ∈ RG. Çà-
ìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî êîýôôèöèåíòîâ âñåõ pi

(âñåõ qj) ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì êîýôôèöèåí-
òîâ p(gtk) (ñîîòâåòñòâåííî q(gtk)). Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè

aijg
j+itk = ai1j1g

j1+i1tk,

òî aij = ai1j1 è j + itk = j1 + i1tk. Èç ðàâåíñòâà
j + itk = j1 + i1tk è íåðàâåíñòâà |j − j1| < k ñëå-
äóåò, ÷òî j = j1 è i = i1. Êðîìå òîãî, ïî óñëîâèþ
êîëüöî R α�êîñîå àðìåíäåðèçîâñêîå, ïîýòîìó èç
òîãî, ÷òî p(gtk)q(gtk) = 0 è αt = IR ñëåäóåò

0 = aikα
k+ilt(bjs) = aikα

k(bjs).

Çíà÷èò, piα
i(qj) = 0 äëÿ âñåõ i è j, ïîòî-

ìó ÷òî piα
i(qj) =

∑
k+s=l aikα

k(bjs), ãäå l =
−vi − uj, ..., wi + zj.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
ïîäêîëüöî α�êîñîãî àðìåíäåðèçîâñêîãî êîëüöà
ÿâëÿåòñÿ α�êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì. Ïðåäëî-
æåíèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü α � ýíäîìîðôèçì êîëü-

öà R è αt = IR äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî

öåëîãî t, ãäå IR � òîæäåñòâåííûé ýíäîìîðôèçì

êîëüöà R. Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáå-

ëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ. Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ

α�êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ãðóïïîâîå êîëüöî RG α�êîñîå àðìåí-
äåðèçîâñêîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîëüöî R ÿâëÿåò-
ñÿ α�êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì. Ïóñòü a1 è a2

� ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ãðóïïû G. Îáîçíà-
÷èì G1 =< a1 > è G2 =< a2 >. Íåòðóä-
íî ïîêàçàòü, ÷òî êîëüöî RG èçîìîðôíî êîëü-
öó (RG1)G2. Äâàæäû ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 9,

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êîëüöî RG α�êîñîå àðìåí-
äåðèçîâñêîå. Ïî èíäóêöèè êîëüöî RG ÿâëÿåòñÿ
àðìåíäåðèçîâñêîå äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G. Îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü α � ýíäîìîðôèçì êîëü-

öà R è αt = IR äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíî-

ãî öåëîãî t, ãäå IR � òîæäåñòâåííûé ýíäîìîð-

ôèçì êîëüöà R. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà áåç

êðó÷åíèÿ. Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ α�êîñûì àðìåí-

äåðèçîâñêèì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

ãðóïïîâîå êîëüöî RG α�êîñîå àðìåíäåðèçîâñêîå.
Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàæåì äëÿ ñëó÷àÿ, êî-

ãäà ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ïîðîæäåí-
íîé. Ïóñòü a1, a2, . . . , an, . . . � ïîðîæäàþ-
ùèå ýëåìåíòû ãðóïïû G. Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû
p(X), q(X) ∈ RG[X ], òàêèå, ÷òî p(X)q(X) = 0.
Òîãäà p(X), q(X) ∈ RH [X ], ãäå H � íåêîòîðàÿ
êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òàê
êàê R � α�êîñîå àðìåíäåðèçîâñêîå êîëüöî, òî
ãðóïïîâîå êîëüöî RH òàêæå ÿâëÿåòñÿ α�êîñûì
àðìåíäåðèçîâñêèì (ïî ñëåäñòâèþ 3, ïîýòîìó âñå
ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî-
÷ëåíîâ p(X) è q(X) ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ p(X)
è q(X) êîëüöî RG ÿâëÿåòñÿ α�êîñûì àðìåí-
äåðèçîâñêèì. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Âîïðîñ î ïîëíîì îïèñàíèè àðìåíäåðèçîâ-
ñêèõ ãðóïïîâûõ êîëåö êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ
ãðóïï îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ãðóïïîâîå êîëüöî R(Cn×Cm) ïðÿìîé ñóììû êî-
íå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï â ñëó÷àå, åñëè ïîðÿä-
êè ýòèõ ãðóïï äåëÿòñÿ íà õàðàêòåðèñòèêó êîëü-
öà R è α(1) = 1, ãäå 1 � åäèíèöà êîëüöà R, íå ÿâ-
ëÿåòñÿ α�êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì. Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ýòîãî ôàêòà ïîêàæåì ñíà÷àëà ñïðàâåä-
ëèâîñòü ëåììû 3, ÿâëÿþùåéñÿ àíàëîãîì ëåììû
2.

Ëåììà 3. Ïóñòü a, b ∈ R � íåíóëåâûå

íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû c èíäåêñàìè íèëüïî-

òåíòíîñòè m è n ñîîòâåòñòâåííî (n,m > 2),
ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ab = ba,
2) α(a) = a è α(b) = b,
3) ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà m0 è n0,

òàêèå, ÷òî m
2 6 m0 < m, ∃n

2 6 n0 < n è

am0bn0 6= 0.
Òîãäà êîëüöî R íå ÿâëÿåòñÿ α�êîñûì àðìåí-

äåðèçîâñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî.Òàê êàê âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ 1) è 2), òî

(α(am0)X + bn0)(am0X − bn0) = 0.

Òàê êàê am0bn0 6= 0, òî R íå ÿâëÿåòñÿ α�êîñûì
àðìåíäåðèçîâñêèì. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ïðåäëîæåíèå 10. Ãðóïïîâîå êîëüöî

R(Cp×Cp), ãäå Cp � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà

p è R � êîëüöî õàðàêòåðèñòèêè p, íå ÿâëÿåò-
ñÿ α�êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì äëÿ ëþáîãî ýíäî-

ìîðôèçìà α, òàêîãî, ÷òî α(1) = 1, ãäå 1 � åäè-
íèöà êîëüöà R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g ∈ G � ýëåìåíò
ïîðÿäêà p. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýëåìåíòû
a = (a, e) − (e, e) è b = (e, a) − (e, e), ãäå e �
åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû Cp, ÿâëÿþòñÿ íèëü-
ïîòåíòàìè èíäåêñà p è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
ëåììû 3 (â ÷àñòíîñòè, ap−1bp−1 6= 0). Ñëåäîâà-
òåëüíî, êîëüöî R(Cp ×Cp) íå ÿâëÿåòñÿ α�êîñûì
àðìåíäåðèçîâñêèì. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ïðåäëîæåíèÿ 10 ñëåäó-
åò, ÷òî ãðóïïîâîå êîëüöî R(G1 × G2) íå ÿâëÿ-
åòñÿ α�êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì, ãäå G1 è G2 �
êîíå÷íûå ãðóïïû, ïîðÿäêè êîòîðûõ äåëÿòñÿ íà
íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî p, R � êîëüöî õàðàêòå-
ðèñòèêè p è α(1) = 1, ãäå 1 � åäèíèöà
êîëüöà R.

Äëÿ êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï â îáùåì
ñëó÷àå âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Ïîêà ðàñ-
ñìîòðåíû ëèøü îòäåëüíûå ïðèìåðû. Òàê, â ïðè-
ìåðå 3 ðàññìîòðåíî ãðóïïîâîå êîëüöî öèêëè÷å-
ñêîé C3 ãðóïïû òðåòüåãî ïîðÿäêà íàä êîììóòà-
òèâíûì êîëüöîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëü-
öî áåç äåëèòåëåé íóëÿ õàðàêòåðèñòèêè 3 è
C3 =< g|g3 = e >. Ïóñòü p = p0 + p1g + p2g

2,
q = q0 + q1g + q2g

2 ∈ RG[X ], ãäå pi, qj ∈ R[X ].
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî pq = 0 ýêâè-
âàëåíòíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

{ p0 + p1 + p2 = 0
q0 = q1 = q2

èëè

{ q0 + q1 + q2 = 0
p0 = p1 = p2.

Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïîâîå êîëüöî
RC3 â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì.

Êðîìå òîãî, åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî
áåç äåëèòåëåé íóëÿ õàðàêòåðèñòèêè p, ãäå p = 0
èëè p 6= 3, òî ãðóïïîâîå êîëüöî RC3 ðåäóöèðî-
âàííîå, à ñëåäîâàòåëüíî, è àðìåíäåðèçîâñêîå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî êîììóòàòèâíî-
ãî êîëüöà áåç äåëèòåëåé íóëÿ ãðóïïîâîå êîëüöî
RC3 ÿâëÿåòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèì.

Ïóñòü

T = {
 a b c

c a b
b c a

 |a, b, c ∈ R}.

Òàê êàê RC3
∼= T , òî Ò ÿâëÿåòñÿ àðìåíäå-

ðèçîâñêèì, åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç
äåëèòåëåé íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèâåëè åùå
îäèí ïðèìåð àðìåíäåðèçîâñêîãî ïîäêîëüöà ïîë-
íîãî ìàòðè÷íîãî êîëüöà òðåòüåãî ïîðÿäêà (íàä
êîììóòàòèâíûì êîëüöîì áåç äåëèòåëåé íóëÿ).

Ïóñòü α1, α2 � ýíäîìîðôèçìû ïðîèçâîëü-
íûõ êîëåö R1 è R2 ñîîòâåòñòâåííî, G � ìóëüòè-
ïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà. Îïðåäåëèì ýíäîìîðôèçì
α ïðÿìîé ñóììû R1 × R2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:
α((x, y) = (α1(x), α2(y)), ãäå x ∈ R1 è y ∈ R2.
ßñíî, ÷òî ãðóïïîâîå êîëüöî (R1 ×R2)G ÿâëÿåò-
ñÿ α�êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèì â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà êîñûì àðìåíäåðèçîâñêèìè ñ
ýíäîìîðôèçìàìè α1 è α2 ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿ-
þòñÿ êîëüöà R1G è R2G (ýòî ñëåäóåò èç çàìå÷à-
íèÿ: (R1 × R2)G

∼= (R1G) × (R2G)).
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Âåñòíèê ÁÃÏÓ: Åñòåñòâåííûå è òî÷íûå íàóêè

ÓÄÊ 514.13

Â.À. Êûðîâ

ÔÎÐÌÓËÛ ÃÅÐÎÍÀ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ
ÔÅÍÎÌÅÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈ ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÛÕ

ÃÅÎÌÅÒÐÈÉ

Ïîä ôîðìóëîé Ãåðîíà â åâêëèäîâîé ãåîìåò-
ðèè ïîíèìàåòñÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, âûðà-
æåííàÿ ÷åðåç äëèíû åãî ñòîðîí. Â äàííîé ðà-
áîòå ðåøåíèåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íà-
õîäÿòñÿ ôîðìóëû Ãåðîíà ïëîñêîñòè Åâêëèäà è
Ìèíêîâñêîãî, à òàêæå ñîáñòâåííî ãåëüìãîëüöå-
âîé, ïñåâäîãåëüìãîëüöåâîé è äóàëüíîãåëüìãîëü-
öåâîé ïëîñêîñòåé.

1. Ââåäåíèå. Â ðàáîòå [1] Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åí-
êî ïðèâîäèò êëàññèôèêàöèþ íà R2 ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé f .
Ýòî ôóíêöèè ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿM ôóíêöèè f ïëîò-
íîå ïîäìíîæåñòâî â R2 ×R2.

2). Ôóíêöèÿ f � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ â M .
3). Ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f íåâûðîæäåíà, òî

åñòü íå ñóùåñòâóåò çàìåíû êîîðäèíàò, ïðèâîäÿ-
ùåé ê óìåíüøåíèþ ÷èñëà ïåðåìåííûõ â f .

4). Àêñèîìà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè:
äëÿ ëþáîé ÷åòâåðêè ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê
< xyzw > îòêðûòîãî è ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà
â (R2)4, êàæäàÿ ïàðà èç êîòîðîé ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâóM , ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ øå-
ñòè ïåðåìåííûõ Φ : R6 → R òàêàÿ, ÷òî èìååò
ìåñòî ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

Φ(f(x, y), f(x, z), f(x,w), f(y, z), f(y, w), f(z, w)) =

= 0. (1)

Ïëîñêîñòü R2 ñ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèì-
ìåòðè÷íîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé áóäåì íàçû-
âàòü äâóìåðíîé ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììòðè÷-
íîé ãåîìåòðèåé. Ê ÷èñëó òàêèõ ãåîìåòðèé ïðè-
íàäëåæàò:

ãåîìåòðèÿ ïëîñêîñòè Åâêëèäà E2 (ε = −1) è
ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî PE2

(ε = 1):

f(xy) = (x1 − y1)2 − ε(x2 − y2)2, (2)

ãäå x1 è x2 � êîîðäèíàòû òî÷êè x;
ãåîìåòðèÿ ñîáñòâåííî ãåëüìãîëüöåâîé ïëîñ-

êîñòè Γ2 (δ = −1, Φ(x) = arctg(x),
α = γ = const > 0); ïñåâäîãåëüìãîëüöåâîé ïëîñ-
êîñòè PΓ2 (δ = 1, Φ(x) = ar(c)th(x), α = β =
const > 0 è β 6= 1) è äóàëüíîãåëüìãîëüöåâîé
ïëîñêîñòè D2 (δ = 0, Φ(x) = x, α = 1):

f(xy) = [(x1 − y1)2 − δ(x2−

−y2)2] exp
(

2αΦδ
x2 − y2

x1 − y1

)
. (3)

Âñå âûøå ïðèâåäåííûå ïëîñêîñòè äîïóñêà-
þò òðåõïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû äâèæåíèé, ïî
êîòîðûì îíè âîññòàíàâëèâàþòñÿ êàê äâóõòî-
÷å÷íûå èíâàðèàíòû. Êîìïîíåíòû åäèíèöû ýòèõ
ãðóïï ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèÿìè:

x′1 = ax1 + εbx2 + c, x′2 = bx1 + ax2 + d,

a2 − εb2 = 1, (2′)

x′1 = ax1 + δbx2 + c, x′2 = bx1 + ax2 + d,

(a2 − δb2) exp
(

2αΦδ
b

a

)
= 1. (3′)

2. Èíâàðèàíòû ãðóïï äâèæåíèé.
Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ôóíêöèþ òðåõ òî÷åê
t : (R2)3 7→ R ñ îòêðûòîé è ïëîòíîé îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ â (R2)3, ïðè÷åì äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé òðîéêè < xyz > ïàðû < xy >,< xz >,
< yz >∈M . Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàí-
òîì ãðóïïû äâèæåíèé, åñëè îíà ñîõðàíÿåòñÿ
ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ èç ýòîé ãðóïïû, ò. å.

t(x′y′z′) = t(xyz).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà

Ëåììà 1. Òðåõòî÷å÷íûìè èíâàðèàíòàìè

ãðóïïû (2') ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè:

S(xyz) = (x1 − y1)(x2 − z2)−
−(x1 − z1)(x2 − y2), (4.1)

P (xyz) = (x1 − y1)(x1 − z1)−
−ε(x2 − y2)(x2 − z2), (4.2)

à ãðóïïû (3') � ôóíêöèè:

S(xyz) = [(x1 − y1)(x2 − z2)−

−(x1 − z1)(x2 − y2)] exp
(
αΦδ

x2 − y2

x1 − y1
+ (5.1)

+αΦδ
x2 − z2

x1 − z1
),
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P (xyz) = [(x1 − y1)(x1 − z1) − δ(x2 − y2)(x2−

−z2)] exp
(
αΦδ

x2 − y2

x1 − y1
+ + αΦδ

x2 − z2

x1 − z1
), (5.2)

ïðè÷åì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäíèõ îòêðû-

òû è ïëîòíû â (R2)3.
Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê î÷åâèäíîé ïðî-

âåðêå óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè. �
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïëîñêîñòè Åâêëèäà èíâà-

ðèàíò (4.1) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî íà òî÷êàõ x, y, z. Àíà-
ëîãè÷íóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðèìåì è â îòíîøåíèè
îñòàëüíûõ ãåîìåòðèé.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé èíâàðèàíò ãðóïï
äâèæåíèé (2') è (3') ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èíâàðè-
àíòîâ f(xy), S(xyz), P (xyz). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
íåçàâèñèìûìè èíâàðèàíòàìè ýòèõ ãðóïï ÿâëÿ-
þòñÿ òàêæå ôóíêöèè f(xy), f(xz), f(yz). Ïîýòî-
ìó â îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé S è P èìå-
þò ìåñòî ôóíêöèîíàëüíûå ñâÿçè

S(xyz) = S(f(xy), f(xz), f(yz)), (6)

P (xyz) = P (f(xy), f(xz), f(yz)). (7)

Èòàê, ïðèõîäèì ê ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíå-
íèÿì, ðåøàÿ êîòîðûå ìû äîëæíû íàéòè ÿâíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé S(xyz) è P (xyz) ÷åðåç
ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè f(xy), f(xz), (yz), ò. å.
äîëæíû ïîëó÷èòü ôîðìóëû Ãåðîíà.

3. Ôîðìóëû Ãåðîíà ãåîìåòðèé Åâêëè-
äà è Ìèíêîâñêîãî. Íàéäåì ðåøåíèå ôóíêöè-
îíàëüíûõ óðàâíåíèé (6) è (7) äëÿ ãåîìåòðèè ñ
ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (2). Ýòè óðàâíåíèÿ â ÿâ-
íîì âèäå çàïèñûâàþòñÿ òàê:

S(f(xy), f(xz), f(yz)) = (x1 − y1)(x2 − z2)−
−(x1 − z1)(x2 − y2), (8)

P (f(xy), f(xz), f(yz)) = (x1 − y1)(x1 − z1)−

−ε(x2 − y2)(x2 − z2). (9)

Ñïðàâåäëèâà îñíîâíàÿ òåîðåìà ýòîãî ïàðà-
ãðàôà.

Òåîðåìà 1. Êâàäðàò òðåõòî÷å÷íîãî èíâà-

ðèàíòà S, âûðàæåííûé ÷åðåç f(xy), f(xz) è

f(yz), ïðåäñòàâèì â âèäå:

S2 = ε
1
4
[f2(xy)+ f2(xz)+ f2(yz)−2f(xy)f(xz)−

−2f(xy)f(yz)− 2f(xz)f(yz)], (10)

à èíâàðèàíò P � â âèäå:

P =
1
2
f(xy) +

1
2
f(xz) − 1

2
f(yz), (11)

ãäå äëÿ ïëîñêîñòè Åâêëèäà ε = −1, à äëÿ ïëîñ-

êîñòè Ìèíêîâñêîãî ε = 1.
Ôîðìóëû (10) è (11) áóäåì íàçûâàòü ôîðìó-

ëàìè Ãåðîíà. (10) çàïèñûâàåòñÿ åùå â òàêîì âè-
äå:

S2 = ε
1
4

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1
1 0 f(xy) f(xz)
1 f(xy) 0 f(yz)
1 f(xz) f(yz) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (10′)

Êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëó Ãåðîíà ïëîñêîñòè Åâ-
êëèäà çàïèñûâàþò îáû÷íî â âèäå:

S2 = 4p(p− a)(p− b)(p− c),

ãäå a =
√
f(xy), b =

√
f(xz), c =

√
f(yz), à

p = (a+ b+ c)/2 � ïîëóïåðèìåòð.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïîëó÷èì ñíà÷à-
ëà ôîðìóëó (10). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíå-
íèå (8) ïî ïåðåìåííûì y1 è y2. Âîñïîëüçîâàâ-
øèñü âûðàæåíèåì (2) äëÿ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
f(xy), ïîëó÷èì ñèñòåìó ðàâåíñòâ (12.1). Äèôôå-
ðåíöèðóÿ òåïåðü óðàâíåíèå (8) ïî z1 è z2, ïðè-

õîäèì ê (12.2). Äèôôåðåíöèðóÿ, íàêîíåö, (8) ïî
x1 è x2, ïîëó÷àåì (12.3).

−(x2 − z2) = −2(x1 − y1) ∂S
∂f(xy) + 2(y1 − z1) ∂S

∂f(yz) ,

−ε(x1 − z1) = −2(x2 − y2) ∂S
∂f(xy) + 2(y2 − z2) ∂S

∂f(yz) .

}
(12.1)

(x2 − y2) = −2(x1 − z1) ∂S
∂f(xz) − 2(y1 − z1) ∂S

∂f(yz) ,

ε(x1 − y1) = −2(x2 − z2) ∂S
∂f(xz) − 2(y2 − z2) ∂S

∂f(yz) .

}
(12.2)

(y2 − z2) = 2(x1 − y1) ∂S
∂f(xy) + 2(x1 − z1) ∂S

∂f(xz) ,

ε(y1 − z1) = 2(x2 − y2) ∂S
∂f(xy) + 2(x2 − z2) ∂S

∂f(xz) .

}
(12.3)
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Òåïåðü ñâåäåì ðàâåíñòâà (12.1) � (12.3) ê ñè-
ñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî
ñäåëàåì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Óìíîæèì
ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (12.1) íà ðàçíîñòü −(x2−z2),
à âòîðîå íà (x1 − z1), çàòåì èõ ñëîæèì, ïðåäâà-
ðèòåëüíî ó÷òÿ ñîîòíîøåíèå

(x1 − z1)(y2 − z2) − (y1 − z1)(x2 − z2) = S :

−εf(xz) = 2S
∂S

∂f(xy)
+ 2S

∂S

∂f(yz)
.

Åñëè ïåðâîå âûðàæåíèå ñèñòåìû (12.2) óìíî-
æèòü íà ðàçíîñòü (x2 − y2), à âòîðîå íà
−(x1 − y1), òî ñêëàäûâàÿ èõ, ó÷òûâàÿ ðàâåíñòâî
(x1−y1)(y2−z2)−(y1−z1)(x2−y2) = S, ïðèõîäèì
êî âòîðîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

−εf(xy) = 2S
∂S

∂f(xz)
+ 2S

∂S

∂f(yz)
.

Óìíîæàÿ, íàêîíåö, ïåðâîå âûðàæåíèå â (12.3) íà
ðàçíîñòü (y2 − z2), à âòîðîå íà −(y1 − z1), ïîñëå
ñëîæåíèÿ ïðèõîäèì ê òðåòüåìó óðàâíåíèþ

−εf(yz) = 2S
∂S

∂f(xy)
+ 2S

∂S

∂f(xz)
.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè f(xy), f(xz) è f(yz)
íåçàâèñèìû, òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà, ïðè÷åì îïðåäå-
ëèòåëü ñîñòàâëåííûé èç êîýôôèöèåíòîâ ïðîèç-
âîäíûõ îòëè÷åí îò íóëÿ. Ðàçðåøàÿ åå îòíîñè-
òåëüíî ïðîèçâîäíûõ, ïðèõîäèì:

4S
∂S

∂f(xy)
= −ε[f(xz) + f(yz) − f(xy)],

4S
∂S

∂f(xz)
= −ε[f(xy) + f(yz) − f(xz)],

4S
∂S

∂f(yz)
= −ε[f(xz) + f(xy) − f(yz)].

Ïîäñòàâëÿÿ îáùåå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû
â ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (8), ïðèõîäèì ê
ôîðìóëå Ãåðîíà (10).

Äîêàæåì òåïåðü âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû.
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíå-
íèé (9) ïî ïåðåìåííûì y1 è y2. Òîãäà ïðèõîäèì ê
ñèñòåìå ðàâåíñòâ (13.1). Äèôôåðåíöèðóÿ òåïåðü
óðàâíåíèå (9) ïî z1 è z2, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ
(13.2).

−(x1 − z1) = −2(x1 − y1) ∂P
∂f(xy) + 2(y1 − z1) ∂P

∂f(yz) ,

−(x2 − z2) = −2(x2 − y2) ∂P
∂f(xy) + 2(y2 − z2) ∂Z

∂f(yz) .

}
(13.1)

−(x1 − y1) = −2(x1 − z1) ∂P
∂f(xz) − 2(y1 − z1) ∂P

∂f(yz) ,

−(x2 − y2) = −2(x2 − z2) ∂P
∂f(xz) − 2(y2 − z2) ∂P

∂f(yz) .

}
(13.2)

Äëÿ ñâåäåíèÿ ñèñòåì âûðàæåíèé (13.1) è
(13.2) ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïðîäåëàåì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Óìíî-
æèì ïåðâîå âûðàæåíèå èç ñèñòåìû (13.1) íà ðàç-
íîñòü x1 − z1, à âòîðîå íà −ε(x2 − z2), çàòåì èõ
ñëîæèì ñ ó÷åòîì òîæäåñòâà (x1 − z1)(y1 − z1)−
−ε(x2−z2)(y2−z2) = −P +f(xz). Óìíîæèì åùå
ïåðâîå âûðàæåíèå èç (13.1) íà äðóãóþ ðàçíîñòü
x1 − y1, à âòîðîå íà −ε(x2 − y2) è âîñïîëüçóåìñÿ
ðàâåíñòâîì

(x1−y1)(y1−z1)−ε(x2−y2)(y2−z2) = P−f(xy).

Óìíîæèì, íàêîíåö, ïåðâîå âûðàæåíèå ñèñòåìû
(13.2) íà x1−y1, à âòîðîå âûðàæåíèå íà ðàçíîñòü
−ε(x2 − y2), çàòåì èõ ñëîæèì. Â èòîãå ïîëó÷àåì
ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

−f(xz) = −2P
∂P

∂f(xy)
− 2(P − f(xz))

∂P

∂f(yz)
,

−P = −2f(xy)
∂P

∂f(xy)
+ 2(P − f(xy))

∂P

∂f(yz)
,

−f(xy) = −2P
∂P

∂f(xz)
− 2(P − f(xy))

∂P

∂f(yz)
.

Ðàçðåøàÿ ïîñëåäíþþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïðèõîäèì ê íîâûì óðàâ-
íåíèÿì

∂P

∂f(xy)
=

1
2
,

∂P

∂f(xz)
=

1
2
,

∂P

∂f(yz)
= −1

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ îáùåå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû â èñ-
õîäíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (9), ïðèõî-
äèì ê ôîðìóëå Ãåðîíà (11). Ýòèì ñàìûì òåî-
ðåìà 1 äîêàçàíà ïîëíîñòüþ. �

4. Ôîðìóëû Ãåðîíà ñîáñòâåííî ãåëüì-
ãîëüöåâîé, ïñåâäîãåëüìãîëüöåâîé è äóàëü-
íîãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêîñòåé. Â äàííîì ïà-
ðàãðàôå, îïåðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî,
íàéäåì ôîðìóëû Ãåðîíà ñîáñòâåííî ãåëüìãîëü-
öåâîé, ïñåâäîãåëüìãîëüöåâîé è äóàëüíîãåëüì-
ãîëüöåâîé ïëîñêîñòåé. Ðàññìîòðèì âñïîìîãà-
òåëüíûå òðåõòî÷å÷íûå èíâàðèàíòû.

Ëåììà 2. Òðåõòî÷å÷íûå ôóíêöèè ñ îòêðû-

òîé è ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
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Â.À. Êûðîâ. Ôîðìóëû Ãåðîíà íåêîòîðûõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ãåîìåòðèé

T (xyz) =
(x1 − y1)(x2 − z2) − (x1 − z1)(x2 − y2)√

(x1 − y1)2 − δ(x2 − y2)2
√

(x1 − z1)2 − δ(x2 − z2)2
, (14.1)

H(xyz) =
(x1 − y1)(x1 − z1) − δ(x2 − y2)(x2 − z2)√

(x1 − y1)2 − δ(x2 − y2)2
√

(x1 − z1)2 − δ(x2 − z2)2
(14.2)

ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ãðóïïû äâèæåíèé

(3'), ïðè÷åì ïðè δ = ε îíè èíâàðèàíòíû òàê-

æå îòíîñèòåëüíî ãðóïïû (2'), à ïðè δ = 0 �

èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ãðóïïû

x′ = x+ c, y′ = y + d. (15)

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî. �
Èíâàðèàíòû T è P êðàòêî ìîæíî çàïèñàòü

åùå òàê:

T (xyz) =
S(xyz)√

f(xy)
√
f(xz)

, (14.1′)

H(xyz) =
P (xyz)√

f(xy)
√
f(xz)

. (14.2′)

Òåîðåìà 2. Èíâàðèàíò S ïðè δ = ε ÷åðåç

"ðàññòîÿíèÿ"âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå:

S2(xyz) = ε
1
4
[f2(xy)e2α(q−p)+

+f2(xz)e2α(p−q) + f2(yz)e2α(p+q−2r)−
−2f(xy)f(xz) − 2f(xy)f(yz)e2α(q−r)−

−2f(xz)f(yz)e2α(p−r)], (16)

à ïðè δ = 0 ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè çàïè-

ñàòü íå óäàåòñÿ; äëÿ èíâàðèàíòà P ïðè δ = ε
èìååì âûðàæåíèå

P (xyz) =
1
2
[f(xy)e2α(q−p) + f(xz)e2α(p−q)−

−f(yz)e2α(p+q−2r)], (17)

à ïðè δ = 0 �

P (xyz) =
√
f(xy)f(xz), (18)

ãäå ââåäåíû ñîêðàùàþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

p = Φδ

(
x2−y2

x1−y1

)
, q = Φδ

(
x2−z2

x1−z1

)
,

r = Φδ

(
y2−z2

y1−z1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîèñêà ôîðìóë Ãåðîíà
ôóíêöèé S è P âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 2. Óñòàíî-
âèì ñíà÷àëà ôîðìóëó Ãåðîíà (16) ïðè δ = ε. Ïðè
ýòîì âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ T (xyz) ÿâ-
ëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðóïïû äâèæåíèé (2'). Òî-
ãäà êâàäðàò èíâàðèàíòà (14.1') çàïèøåòñÿ òàê:

S2(xyz)
f(xy)f(xz)

= ε
1
4
d2(xy) + d2(xz) + d2(yz) − 2d(xy)d(xz) − 2d(xy)d(yz) − 2d(xz)d(yz)

d(xy)d(xz)
,

ãäå d(xy) � "ðàññòîÿíèå", îïðåäåëÿåìîå ôîð-
ìóëîé (2), òî åñòü åâêëèäîâî ïðè ε = −1 è ïñåâ-
äîåâêëèäîâî ïðè ε = 1.

Ðàçðåøàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî
èíâàðèàíòà S2, ïðèõîäèì

S2(xyz) = ε
1
4
[d2(xy) + d2(xz) + d2(yz) − 2d(xy)d(xz) − 2d(xy)d(yz) − 2d(xz)d(yz)]e2αpe2αq.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðîèçâîäÿ ïî÷ëåííîå
óìíîæåíèå, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (16).

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.

Ëåììà 3. Èíâàðèàíòîì ãðóïïû (3') ÿâëÿ-

þòñÿ ðàçíîñòü p−q, êîòîðûé ìîæíî âûðàçèòü

÷åðåç "ðàññòîÿíèÿ"(3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óáåäèìñÿ ñíà÷àëà â ñïðà-
âåäëèâîñòè ïåðâîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ. Î÷åâèä-
íî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

p− q =

= Φδ

(
(x1 − y1)(x2 − z2) − (x1 − z1)(x2 − y2)
(x1 − y1)(x1 − z1) − δ(x2 − y2)(x2 − z2)

)
.

Äàííîå ðàâåíñòâî åñòü îòíîøåíèå äâóõ èíâà-
ðèàíòîâ ãðóïïû äâèæåíèé, ïîýòîìó îíî òàêæå
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå çàâèñèìîñòè ýòîãî èíâà-
ðèàíòà îò "ðàññòîÿíèé", íî â ÿâíîì âèäå íå óäà-
åòñÿ åå íàéòè. �

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Èç ëåì-
ìû 3 ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà (16) ÿâëÿåòñÿ ôîðìó-
ëîé Ãåðîíà.

Èç ëåììû 3 òàêæå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
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ôîðìóëû Ãåðîíà äëÿ èíâàðèàíòà S äóàëüíî-
ãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêîñòè, ò. å. ïðè δ = 0, íî
â ÿâíîì âèäå íå óäàåòñÿ åãî çàïèñàòü.

Íàéäåì òåïåðü ôîðìóëó Ãåðîíà (17) äëÿ èí-
âàðèàíòà P . Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà
δ = ε. ×åðåç ðàññòîÿíèÿ (2) èíâàðèàíò (14.2)
ìîæíî çàïèñàòü åùå òàê:

H(xyz) =
1
2
d(xy) + d(xz) − d(yz)√

d(xy)
√
d(xz)

=

=
P (xyz)√

f(xy)
√
f(xz)

.

Ðàçðåøàÿ îòíîñèòåëüíî P , ïðèõîäèì ê ôîðìóëå
Ãåðîíà (17).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé δ = 0. Èç (14.2)
ñëåäóåò, ÷òî H(xyz) = 1. Ñîãëàñíî (14.2') ýòî
ïðèâîäèò ê ôîðìóëå Ãåðîíà (18). Òåîðåìà 2 äî-
êàçàíà ïîëíîñòüþ. �

Ôîðìóëó Ãåðîíà (16) ìîæíî çàïèñàòü åùå â
òàêîì âèäå:

S2 = ε
1
4

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1
1 0 f(xy)eα(q−p) f(xz)eα(p−q)

1 f(xy)eα(q−p) 0 f(yz)eα(p+q−2r)

1 f(xz)eα(p−q) f(yz)eα(p+q−2r) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (16′)

ïðè÷åì ëèáî α = γ (ñîáñòâåííî ãåëüìãîëüöåâà ïëîñêîñòü), ëèáî α = β (ïñåâäîãåëüìãîëüöåâà
ïëîñêîñòü).

Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê

1. Ìèõàéëè÷åíêî Ã.Ã. Ïîëèìåòðè÷åñêèå ãåîìåòðèè. Íîâîñèáèðñê: ÍÃÓ, 2001.
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ÓÄÊ 514.13

Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî

ÃÐÓÏÏÎÂÎÉ ÀÍÀËÎÃ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÎÍÍÛÕ
ÇÀÄÀ× Â ÒÅÎÐÈÈ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ

Ã.Ãåëüìãîëüö â åãî çíàìåíèòîé ðàáîòå "Î
ôàêòàõ, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè ãåîìåòðèè"[1] âû-
ñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ìåòðèêà n-ìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé, åñ-
ëè â íåì òâåðäîå òåëî èìååò n(n+ 1)/2 ñòåïåíåé
ñâîáîäû. Íî â òàêîì ñëó÷àå ìåæäó âñåìè âçà-
èìíûìè ðàññòîÿíèÿìè äëÿ n + 2 òî÷åê òâåðäî-
ãî òåëà äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ôóíêöèîíàëüíàÿ
ñâÿçü, òàê êàê ïðè åå îòñóòñòâèè ÷èñëî ñòåïå-
íåé ñâîáîäû (n+ 2)-òî÷å÷íîé æåñòêîé ôèãóðû ñ
îáùèì ðàñïîëîæåíèåì òî÷åê, äâèæåíèå êîòîðîé
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò äâèæåíèå âñåãî òâåðäîãî
òåëà, óìåíüøèòñÿ ðîâíî íà åäèíèöó. Òàêèì îáðà-
çîì, â n-ìåðíîé ãåîìåòðèè îáíàðóæèâàåò ñåáÿ íå
òîëüêî ãðóïïîâàÿ ñèììåòðèÿ, ëåæàùàÿ â îñíî-
âå "Ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììû" Ô.Êëåéíà [2], íî
è ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ, íà êîòîðóþ
âïåðâûå îñîáîå âíèìàíèå îáðàòèë Þ.È.Êóëàêîâ
[3], ñäåëàâ åå îñíîâíûì ïðèíöèïîì ñâîåé òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé è
ãðóïïîâîé ñèììåòðèé â ãåîìåòðèè, à òàêæå ñâÿ-
çè ìåæäó íèìè, ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü Åâêëèäà.
Â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
(x, y) êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ëþáûìè òî÷êà-
ìè i = (xi, yi) è j = (xj , yj) çàäàåòñÿ ôóíêöèåé

f(ij) = (xi − xj)2 + (yi − yj)2. (1)

Âîçüìåì ÷åòûðå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè i, j, k, l
è çàïèøåì äëÿ íèõ âñå øåñòü çíà÷åíèé ìåòðè÷å-
ñêîé ôóíêöèè (1): f(ij), f(ik), f(il), f(jk), f(jl),
f(kl). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îíè ôóíêöèîíàëü-
íî ñâÿçàíû, îáðàùàÿ â íóëü îïðåäåëèòåëü Êýëè-
Ìåíãåðà ïÿòîãî ïîðÿäêà:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1
1 0 f(ij) f(ik) f(il)
1 f(ij) 0 f(jk) f(jl)
1 f(ik) f(jk) 0 f(kl)
1 f(il) f(jl) f(kl) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (2)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèÿ (2) ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî òðåõìåðíûé îáúåì òåòðàýäðà ñ
âåðøèíàìè, ëåæàùèìè íà ïëîñêîñòè, ðàâåí íó-
ëþ. Ïî òåðìèíîëîãèè Þ.È.Êóëàêîâà [3] ñîîò-
íîøåíèå (2), ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîé ÷åòâåðêè
< ijkl >, âûðàæàåò ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ ñèì-
ìåòðèþ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè.

Ïî ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (1) ìîæíî íàéòè
ìíîæåñòâî åå äâèæåíèé, òî åñòü òàêèõ ãëàäêèõ

è îáðàòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé

x′ = λ(x, y), y′ = σ(x, y), (3)

îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ îíà ñîõðàíÿåòñÿ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè (3)
ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì, òî äëÿ åãî ôóíêöèé λ è σ
ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

(λ(i)−λ(j))2+(σ(i)−σ(j))2 = (xi−xj)2+(yi−yj)2,

âñå ðåøåíèÿ êîòîðîãî ìîãóò áûòü íàéäåíû ÷èñòî
àíàëèòè÷åñêè:

λ(x, y) = x cosϕ− εy sinϕ+ α,
σ(x, y) = x sinϕ+ εy cosϕ+ β,

}
(4)

ãäå ε = +1 äëÿ ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé, ε = −1 �
äëÿ íåñîáñòâåííûõ, à α, β è ϕ � òðè íåçàâèñèìûå
ïàðàìåòðà, çàäàþùèå ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ è
ïîâîðîò â ïëîñêîñòè Åâêëèäà.

Ìíîæåñòâî âñåõ äâèæåíèé (3) ñ ôóíêöèÿìè
(4) åñòü, î÷åâèäíî, ãðóïïà, âûðàæàþùàÿ ãðóï-
ïîâóþ ñèììåòðèþ ïëîñêîñòè Åâêëèäà. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ýòà òðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðå-
îáðàçîâàíèé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (x, y) çà-
äàåò íà íåé ïî Ô.Êëåéíó [2] åâêëèäîâó ãåîìåò-
ðèþ.

Âûÿñíèì, äàëåå, èìååòñÿ ëè ñâÿçü ôåíîìåíî-
ëîãè÷åñêîé è ãðóïïîâîé ñèììåòðèé äëÿ äâóìåð-
íîé ãåîìåòðèè, çàäàâàåìîé íà ïëîñêîñòè íåâû-
ðîæäåííîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé

f(ij) = f(xi, yi, xj , yj), (5)

â êîòîðóþ êîîðäèíàòû òî÷åê i è j âõîäÿò ñóùå-
ñòâåííûì îáðàçîì. Òâåðäîå òåëî íà ïëîñêîñòè
èìååò òðè ñòåïåíè ñâîáîäû. Âîçüìåì æåñòêóþ
ôèãóðó èç ÷åòûðåõ òî÷åê i, j, k, l, êàæäàÿ èç êî-
òîðûõ çàäàåòñÿ äâóìÿ êîîðäèíàòàìè, à âñÿ ôè-
ãóðà, ñîîòâåòñòâåííî, âîñåìüþ. Øåñòü çíà÷åíèé
ôóíêöèè (5) äëÿ ýòîé ôèãóðû äîëæíû áûòü çà-
âèñèìû, òàê êàê, èíà÷å, ïðè åå äâèæåíèè ÷èñ-
ëî ñòåïåíåé ñâîáîäû áóäåò ðàâíî òîëüêî äâóì:
8 − 6 = 2. Òàêèì îáðàçîì äëÿ ëþáîé ÷åòâåðêè
< ijkl > äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ôóíêöèîíàëüíàÿ
ñâÿçü

Φ(f(ij), f(ik), f(il), f(jk), f(jl), f(kl)) = 0, (6)

âûðàæàþùàÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ ñèììåòðèþ
ïëîñêîé ãåîìåòðèè ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (5).
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Àíàëîãè÷íûå ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ ïðèâî-
äÿò ê âûâîäó î òîì, ÷òî, åñëè èìååò ìåñòî ñâÿçü
(6), òî ñóùåñòâóåò òðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà
äâèæåíèé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (5):

x′ = λ(x, y; a1, a2, a3), y′ = σ(x, y; a1, a2, a3), (7)

îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îíà ÿâëÿåòñÿ äâóõòî÷å÷-
íûì èíâàðèàíòîì, óäîâëåòâîðÿÿ óðàâíåíèþ

f(λ(i), σ(i), λ(j), σ(j)) = f(xi, yi, xj , yj), (8)

ãäå, íàïðèìåð, λ(i) = λ(xi, yi; a1, a2, a3). Ìíî-
æåñòâî âñåõ äâèæåíèé (7) îïðåäåëÿåò ãðóïïî-
âóþ ñèììåòðèþ ïëîñêîé ãåîìåòðèè ñ ìåòðè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé (5).

Ïðèâåäåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ îá ýêâè-
âàëåíòíîñòè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé è ãðóïïîâîé
ñèììåòðèé ïðèìåíèìû êî âñå èçâåñòíûì äâó-
ìåðíûì ãåîìåòðèÿì: ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî,
ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî, äâóìåðíîé ñôåðå, ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ïëîñêîñòè è ò.ä. Ýòà ýêâèâàëåíò-
íîñòü óñòàíîâëåíà àâòîðîì [4] è äëÿ äâóìåð-
íûõ ãåîìåòðèé ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñëåäóþ-
ùåé òåîðåìîé:

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåâûðîæäåí-

íàÿ ôóíêöèÿ (5) çàäàâàëà íà ïëîñêîñòè äâó-

ìåðíóþ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ ãåî-

ìåòðèþ ñî ñâÿçüþ (6), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû îíà äîïóñêàëà òðåõïàðàìåòðè÷åñêóþ

ãðóïïó äâèæåíèé (7), ÿâëÿÿñü îòíîñèòåëüíî

íåå ïî óðàâíåíèþ (8) äâóõòî÷å÷íûì èíâàðèàí-

òîì.

Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ âñåõ ïëîñ-
êèõ ãåîìåòðèé, â êîòîðûõ "ïîëîæåíèå ôèãó-
ðû çàäàåòñÿ òðåìÿ óñëîâèÿìè", âïåðâûå ÷åò-
êî ñôîðìóëèðîâàë À.Ïóàíêàðå â åãî èçâåñòíîé

ðàáîòå "Îá îñíîâíûõ ãèïîòåçàõ ãåîìåòðèè"[5].
Êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ãåîìåòðèé ñ ìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèåé (5) îñóùåñòâëåíà àâòîðîì [6] è ïðèâå-
äåíà íèæå â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè è ñîïîñòàâëå-
íèÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ â òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Èòàê, äâóìåðíûå ãåîìåòðèè íà êîîð-
äèíàòíîé ïëîñêîñòè (x, y) çàäàþòñÿ ìåòðè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé (5), à åå ôåíîìåííîëîãè÷åñêàÿ
ñèììåòðèÿ âûðàæàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçüþ
(6). Ïëîñêîñòü Åâêëèäà ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé
(1) è ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçüþ (2), ðàññìîòðåí-
íàÿ âûøå, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç òàêèõ ãåîìåòðèé.
Íî ñêîëüêî èõ íà ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü? Íà
ýòîò âîïðîñ îòâå÷àåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì.
[6]):

Òåîðåìà 2. Ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáíî-

ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ψ(f) → f è â íàäëåæàùå

âûáðàííîé ñèñòåìå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò (x,y)

íåâûðîæäåííàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (5), çà-
äàþùàÿ íà ïëîñêîñòè äâóìåðíóþ ôåíîìåíîëî-

ãè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ ãåîìåòðèþ ñî ñâÿçüþ

(6), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà îäíèì èç ñëå-

äóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ âûðàæåíèé:

f(ij) = (xi − xj)2 + (yi − yj)2, (9)

f(ij) = sin yi sin yj cos(xi−xj)+cos yi cos yj, (10)

f(ij) = shyishyj cos(xi − xj) − chyichyj , (11)

f(ij) = (xi − xj)2 − (yi − yj)2, (12)

f(ij) = chyichyj cos(xi − xj) − shyishyj , (13)

f(ij) = xiyj − xjyi, (14)

f(ij) =
yi − yj

xi − xj
, (15)

f(ij) = ((xi − xj)2−

−(yi − yj)2) exp(2βar(c)th
yi − yj

xi − xj
), (16)

f(ij) = (xi − xj)2 exp(2
yi − yj

xi − xj
), (17)

f(ij) = ((xi − xj)2+

+(yi − yj)2) exp(2γarctg
yi − yj

xi − xj
), (18)

f(ij) =
(xi − xj)2 + εiy

2
i + εjy

2
j

yiyj
, (19)

ãäå β > 0 è β 6= 1, γ > 0, εi = 0,±1, εj = 0,±1,
ïðè÷åì íå îáÿçàòåëüíî εi = εj .

Âûðàæåíèÿ (9)�(14) îïðåäåëÿþò ìåòðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè õîðîøî èçâåñòíûõ ïëîñêèõ (äâó-
ìåðíûõ) ãåîìåòðèé: (9) � ïëîñêîñòè Åâêëè-
äà, (10) � äâóìåðíîé ñôåðû, (11) � ïëîñêîñòè
Ëîáà÷åâñêîãî, (12) � ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî,
(13) � äâóìåðíîãî îäíîïîëîñíîãî ãèïåðáîëîèäà
â òðåõìåðíîì ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå,
(14) � ñèìïëåêòè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Ìåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè (15),(16),(17),(18), ïî-âèäèìîìó, äî íà-
ñòîÿùåãî âðåìåíè â ãåîìåòðèè íå ðàññìàòðèâà-
ëèñü. Âûðàæåíèå (19) îïðåäåëÿåò ìåòðè÷åñêóþ
ôóíêöèþ íà íåñâÿçíîì äâóìåðíîì ìíîãîîáðà-
çèè, íà ñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ êîòîðîãî áóäåò ëè-
áî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü (εi = εj = 0), ëè-
áî ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè Ïóàíêàðå
(εi = εj = +1), ëèáî äâóìåðíûé îäíîïîëîñòíîé
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ãèïåðáîëîèä (εi = εj = −1). Äâóìåðíóþ ãåî-
ìåòðèþ ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (18) àâòîð íà-
çâàë ïëîñêîñòüþ Ãåëüìãîëüöà, òàê êàê îêðóæ-
íîñòüþ â íåé ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ñïè-
ðàëü, î ÷åì êðàòêî ñîîáùàåò Ãåëüìãîëüö [1], ñ÷è-
òàÿ ýòîò ôàêò îòðèöàòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé
òàêîé ãåîìåòðèè.

Ïðîôåññîð À.Ì.Øèðîêîâ (êàôåäðà ãåîìåò-
ðèè Êàçàíñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà) îáðàòèë âíè-
ìàíèå àâòîðà íà òî, ÷òî òðè ìåòðè÷åñêèå ôóíê-
öèè (16),(17) è (18) ìîæíî çàïèñàòü åäèíîîáðàç-
íî, èñïîëüçóÿ òðè òèïà êîïëåêñíûõ ÷èñåë:

f(ij) = (zi − zj)(zi − zj) exp 2γ arg(zi − zj)

ãäå z = x+ey, z̄ = x−ey, ïðè÷åì e2 = +1, γ > 0
è äîïîëíèòåëüíî γ 6= 1 äëÿ âûðàæåíèÿ (16);
e2 = 0 è γ = 1 äëÿ âûðàæåíèÿ (17); e2 = −1
è γ > 0 äëÿ âûðàæåíèÿ (18). Òàêèì îáðàçîì,
âñå òðè âîçìîæíûå òèïà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, à
èìåííî äâîéíûå (e2 = +1), äóàëüíûå (e2 = 0) è
îáû÷íûå (e2 = −1) åñòåñòâåííî âïèñàëèñü â ïîë-
íóþ êëàññèôèêàöèþ äâóìåðíûõ ôåíîìåíîëîãè-
÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ãåîìåòðèé.

Â ðàáîòå [6] ðåçóëüòàòû (9)�(19) ïðèâåäåíû
áåç äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðîå îêàçàëîñü ñëèøêîì
ãðîìîçäêèì, ïîýòîìó íèæå ìû êðàòêî èçëîæèì
åãî îñíîâíûå èäåè. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ñèì-
ìåòðèÿ ïëîñêîé (äâóìåðíîé) ãåîìåòðèè îçíà÷à-
åò, ÷òî øåñòü çíà÷åíèé åå ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè:

f(ij), f(ik), f(il), f(jk), f(jl), f(kl), (20)

èìåþùèõ êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå (5) è ñî-
îòâåòñòâóþùèõ âñåì óïîðÿäî÷åííûì ïàðàì â
÷åòâåðêå < ijkl >, ôóíêöèîíàëüíî ñâÿçàíû, òî
åñòü óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ (6).
Øåñòü ôóíêöèé (20) çàâèñÿò â îáùåé ñëîæíî-
ñòè îò âîñüìè êîîðäèíàò xi, yi, xj , yj , xk, yk, xl, yl

÷åòûðåõ òî÷åê è ïîòîìó ñâÿçü (6) ìåæäó íèìè
âîçìîæíà íå âñåãäà. Òî åñòü ýòà ñâÿçü, â äåéñòâè-
òåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñïåöèôè÷åñêèì ôóíêöèî-
íàëüíûì óðàâíåíèåì. Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåî-
ðåìå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äëÿ òîãî, ÷òîáû
øåñòü ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé (20) îò âîñüìè êî-
îðäèíàò áûëè ôóíêöèîíàëüíî ñâÿçàíû êàêèì-
ëèáî óðàâíåíèåì (6), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû îáùèé ðàíã ìàòðèöû ßêîáè äëÿ íèõ:

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∂f(ij)
∂xi

∂f(ik)
∂xi

∂f(il)
∂xi

0 0 0

∂f(ij)
∂yi

∂f(ik)
∂yi

∂f(il)
∂yi

0 0 0

∂f(ij)
∂xj

0 0
∂f(jk)
∂xj

∂f(jl)
∂xj

0

∂f(ij)
∂yj

0 0
∂f(jk)
∂yj

∂f(jl)
∂yj

0

0
∂f(ik)
∂xk

0
∂f(jk)
∂xk

0
∂f(kl)
∂xk

0
∂f(ik)
∂yk

0
∂f(jk)
∂yk

0
∂f(kl)
∂yk

0 0
∂f(il)
∂xl

0
∂f(jl)
∂xl

∂f(kl)
∂xl

0 0
∂f(il)
∂yl

0
∂f(jl)
∂yl

∂f(kl)
∂yl

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(21)

áûë ðàâåí ïÿòè. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé
îïðåäåëèòåëü øåñòîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííûé èç
ìàòðèöû (21) âû÷åðêèâàíèåì êàêèõ-òî äâóõ åå
ñòðîê, äîëæåí îáðàùàòüñÿ â íóëü,

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷åí-
íûé èç ìàòðèöû (21) âû÷åðêèâàíèåì ïîñëåäíèõ
äâóõ ñòðîê. Ïîñêîëüêó ïî âñåì âîñüìè êîîðäè-
íàòàì ÷åòâåðêè < ijkl > îí òîæäåñòâåííî îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü, çàôèêñèðóåì â íåì êîîðäèíà-
òû òî÷åê k, l è ðàçëîæèì åãî ïî ýëåìåíòàì ïåð-
âîãî ñòîëáöà. Â ðåçóëüòàòå îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèè f(ij) ïîëó÷àåì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå ïîñëå ââåäåíèÿ óäîá-
íûõ îáîçíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïðîèçâîä-
íûõ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

A(i)
∂f(ij)
∂xi

+B(i)
∂f(ij)
∂yi

+A(j)
∂f(ij)
∂xj

+

+B(j)
∂f(ij)
∂yj

= 0,

ãäå, íàïðèìåð, A(i) = A(xi, yi). Ïîëó÷åííîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ðåøå-
íî ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê:

f(ij) = χ(ϕ(i) − ϕ(j), ψ(i), ψ(j)),
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ãäå χ(u, v, w) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ òðåõ ïå-
ðåìåííûõ, à ôóíêöèè ϕ(x, y) è ψ(x, y) íåçà-
âèñèìû. Ïîñëå åñòåñòâåííîé çàìåíû êîîðäèíàò
ϕ→ x, ψ → y ýòî ðåøåíèå çàïèøåòñÿ â áîëåå
ïðîñòîì âèäå:

f(ij) = χ(xi − xj , yi, yj). (22)

Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (22) â ìàòðèöó (21) è
ðàññìîòðèì äðóãèå äâà îïðåäåëèòåëÿ øåñòîãî
ïîðÿäêà, ïîëó÷åííûå âû÷åðêèâàíèåì èç íåå ïåð-
âîé, âòîðîé è ïåðâîé, ÷åòâåðòîé ñòðîê. Ôèêñè-
ðóÿ â íèõ êîîðäèíàòû òî÷åê k, l, ïðèõîäèì ê ñëå-
äóþùèì äâóì ñîîòíîøåíèÿì:

χw(ij)/χu(ij) = µ(j) + ν(j)(λ(i) − λ(j))/(σ(i) − σ(j)),
χv(ij)/χu(ij) = −µ(i) − ν(i)(λ(i) − λ(j))/(σ(i) − σ(j)).

}
(23)

êîòîðûå, ïðåæäå âñåãî, ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé
äâóõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèé µ, ν, λ, σ, òàê êàê â èõ ëåâûå ÷àñòè êî-
îðäèíàòû xi è xj âõîäÿò â âèäå ðàçíîñòè xi −xj .
Ðåøèâ ýòè ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïðåâðà-
òèì ñîîòíîøåíèÿ (23) â ñèñòåìó äâóõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
χ(u, v, w). Ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé è îïðåäåëÿþò âñþ
ñîâîêóïíîñòü ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé (9)�(19), çà-
äàþùèõ íà ïëîñêîñòè äâóìåðíûå ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ãåîìåòðèè ñî ñâÿçüþ (6).
Íàèáîëåå ñëîæíûé ýòàï â èçëîæåííîì êðàòêî
ìåòîäå � íàõîæäåíèå ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ ÷å-
òûðåõ ôóíêöèé µ, ν, λ, σ èç ñèñòåìû ôóíêöèî-
íàëüíûõ óðàâíåíèé (23), òàê îíè èìåþò áîëüøîå
÷èñëî ðåøåíèé.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (5)
äîïóñêàåò òðåõïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó äâèæå-
íèé, òî åñòü òàêèõ ãëàäêèõ è ëîêàëüíî îáðàòè-
ìûõ ïðåîáðàçîâàíèé (7) ñ ∂(λ, σ)/∂(x, y) 6= 0, êî-
òîðûå ïî óðàâíåíèþ (8) åå ñîõðàíÿþò. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ äâóõòî-

÷å÷íûì èíâàðèàíòîì ãðóïïû ñâîèõ äâèæåíèé.
Åñëè èçâåñòíî ÿâíîå âûðàæåíèå (5) äëÿ ìåòðè-
÷åñêîé ôóíêöèè, òî óñëîâèå (8) åå ñîõðàíåíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà åå äâèæåíèé (3), êîòî-
ðîå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé. Åñëè æå, íàîáîðîò, çàäà-
íà òðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé
(7), òî óñëîâèå (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöè-
îíàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ñàìîé ìåòðè-
÷åñêîé ôóíêöèè (5).

Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåò-
ñÿ âîñïðîèçâåäåíèå ìåòîäàìè òåîðèè ãðóïï Ëè
ïðåîáðàçîâàíèé êëàññèôèêàöèîííûõ ðåçóëüòà-
òîâ òåîðåìû 2, ïîëó÷åííûõ ðàíåå ìåòîäàìè òåî-
ðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Ïóñòü íóëåâûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ
a = (a1, a2, a3) ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííîå ïðå-
áðàçîâàíèå èç ãðóïïû (7). Òîãäà áåñêîíå÷íî ìà-
ëîå (èíôèíèòåçèìàëüíîå) ïðåîáðàçîâàíèå, áëèç-
êîå ê òîæäåñòâåííîìó, çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì
âèäå:

x′ = x+ λ1(x, y)a1 + λ2(x, y)a2 + λ3(x, y)a3,
y′ = y + σ1(x, y)a1 + σ2(x, y)a2 + σ3(x, y)a3,

}
(24)

ãäå, íàïðèìåð, λ1 = ∂λ/∂a1|a=0.

Îïåðàòîðû

X1 = λ1(x, y)∂x + σ1(x, y)∂y ,
X2 = λ2(x, y)∂x + σ2(x, y)∂y ,
X3 = λ3(x, y)∂x + σ3(x, y)∂y ,

 (25)

ãäå ∂x = ∂/∂x, ∂y = ∂/∂y, ëèíåéíî íåçàâèñèìû
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, îäíîçíà÷íî çà-
äàþò èíôèíèòåçèìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (24)
è ñîñòàâëÿþò åñòåñòâåííûé êîîðäèíàòíûé áàçèñ
òðåõìåðíîé àëãåáðû Ëè ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêî-
ñòè.

Ïîëíàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà êëàñ-
ñèôèêàöèÿ òðåõìåðíûõ âåùåñòâåííûõ àáñòðàêò-
íûõ àëãåáð Ëè áûëà äàíà Áèàíêè â 1918 ã. Ïðè-
âåäåì åå çäåñü ïî ìîíîãðàôèè [7], çàïèñûâàÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ òðåõ âîçìîæíûõ

êîììóòàòîðîâ [X1, X2], [X3, X1], [X2, X3] áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ X1, X2, X3:

[X1, X2] = 0, [X3, X1] = 0, [X2, X3] = 0; (26)

[X1, X2] = 0, [X3, X1] = 0,

[X2, X3] = X1; (27)

[X1, X2] = 0, [X3, X1] = −X1,

[X2, X3] = X1 +X2; (28)

[X1, X2] = 0, [X3, X1] = −X1,

[X2, X3] = pX2; (29)

[X1, X2] = 0, [X3, X1] = −X1,

[X2, X3] = X2; (30)

[X1, X2] = 0, [X3, X1] = −X1,
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[X2, X3] = 0; (31)

[X1, X2] = 0, [X3, X1] = −X1,

[X2, X3] = −X2; (32)

[X1, X2] = 0, [X3, X1] = −X2,

[X2, X3] = −X1 + qX2; (33)

[X1, X2] = 0, [X3, X1] = −X2,

[X2, X3] = −X1; (34)

[X1, X2] = X3, [X3, X1] = X2,

[X2, X3] = X1; (35)

[X1, X2] = X3, [X3, X1] = X2,

[X2, X3] = −X1, (36)

ãäå 0 < p2 < 1 è 0 < q < 2.

Òåîðåìà 3. Áàçèñíûå îïåðàòîðû (25) òðåõ-
ìåðíîé àëãåáðû Ëè ëîêàëüíîé ãðóïïû Ëè ëî-

êàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äâóìåðíîãî ìíîãîîáðà-

çèÿ (ïëîñêîñòè), èìåþùåé â áàçèñå X1, X2,

X3 ñòðóêòóðó êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé

(26)�(36), â íàäëåæàùå âûáðàííîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò (x, y) çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæå-

íèÿìè:

X1 = ∂x, X2 = y∂x, X3 = λ(y)∂x; (26.1)

X1 = ∂x, X2 = y∂x, X3 = −∂y; (27.1)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = y∂x + δ∂y; (27.2)

X1 = ∂x, X2 = y∂x, X3 = x∂x − ∂y; (28.1)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = (x+y)∂x+y∂y; (28.2)

X1 = ∂x, X2 = y∂x,

X3 = x∂x + (1 − p)y∂y; (29.1)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = x∂x + py∂y; (29.2)

X1 = ∂x, X2 = y∂x, X3 = x∂x; (30.1)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = x∂x + y∂y; (30.2)

X1 = ∂x, X2 = y∂x, X3 = x∂x + y∂y; (31.1)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = x∂x + δ∂y; (31.2)

X1 = ∂x, X2 = y∂x, X3 = x∂x + 2y∂y; (32.1)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = x∂x − y∂y; (32.2)

X1 = ∂x, X2 = y∂x,

X3 = xy∂x + (1 − qy + y2)∂y; (33.1)

X1 = ∂x, X2 = ∂y,

X3 = −y∂x + (x+ qy)∂y; (33.2)

X1 = ∂x, X2 = y∂x,

X3 = xy∂x + (1 + y2)∂y; (34.1)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = −y∂x + x∂y; (34.2)

X1 = ∂x,
X2 = tg y sinx∂x + cosx∂y,
X3 = tg y cosx∂x − sinx∂y;

 (35.1)

X1 = ∂x, X2 = sinx∂x, X3 = cosx∂x; (36.1)

X1 = ∂x,
X2 = sinx∂x + cosx∂y ,
X3 = cosx∂x − sinx∂y ;

 (36.2)

X1 = ∂x,
X2 = −th y sinx∂x + cosx∂y,
X3 = −th y cosx∂x − sinx∂y;

 (36.3)

X1 = ∂x,
X2 = −cth y sinx∂x + cosx∂y,
X3 = −cth y cosx∂x − sinx∂y;

 (36.4)

ãäå 0 < p2 < 1, 0 < q < 2, λ′′(y) 6= 0, δ � ëþáîå

÷èñëî.

Àëãåáðà (32.2) åñòü àëãåáðà äâèæåíèé ïëîñ-
êîñòè Ìèíêîâñêîãî, (34.2) � åâêëèäîâîé ïëîñ-
êîñòè, (35.1) � äâóìåðíîé ñôåðû, (36.2) � ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ïëîñêîñòè, (36.3) � îäíîïîëîñòíî-
ãî äâóìåðíîãî ãèïåðáîëîèäà â òðåõìåðíîì ïñå-
äîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, (36.4) � ïëîñêîñòè
Ëîáà÷åâñêîãî, òî åñòü äâóõïîëîñòíîãî äâóìåð-
íîãî ãèïåðáîëîèäà â òîì æå ïðîñòðàíñòâå, (27.1)
� ïëîñêîñòè Ãàëèëåÿ, (32.1) � àíòèïñåâäîåâêëè-
äîâîé ïëîñêîñòè è ò.ä. Ïðèâåäåííûå â òåîðå-
ìå 3 ðåçóëüòàòû èñ÷åðïûâàþò âñå òðåõìåðíûå
ëîêàëüíûå ãðóïïû Ëè ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿþùèå íà íåé âñå äâó-
ìåðíûå ãåîìåòðèè, óäîâëåòâîðÿþùèå äâóì ãè-
ïîòåçàì Ïóàíêàðå [5]. Äåâÿòü ïëîñêèõ ãåîìåò-
ðèé Êýëè-Êëåéíà (ñì., íàïðèìåð, [8]) åñòåñòâåí-
íî âõîäÿò ñþäà êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé.

Çàìåòèì, ÷òî áàçèñíûå îïåðàòîðû (27.1)
è (27.2) ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïîñòîÿííîé
δ, òàê æå, êàê è áàçèñíûå îïåðàòîðû (31.2), íå
ìîãóò áûòü ñâåäåíû äðóã ê äðóãó íèêàêîé ëî-
êàëüíî îáðàòèìîé çàìåíîé êîîðäèíàò íà ïëîñ-
êîñòè. Òî åñòü îíè îïðåäåëÿþò èçîìîðôíûå ñ
òî÷íîñòüþ äî ñîâïàäåíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò
â ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñàõ, íî ðàçëè÷íûå äåé-
ñòâèÿ îäíîé è òîé æå òðåõìåðíîé ãðóïïû G3

íà ïëîñêîñòè. Â êëàññèôèêàöèè æå ñàìîãî Ñ.Ëè
[9], ïðîâåäåííîé èì ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ, äî-
ïóñêàþùåãî àâòîìîðôèçì, òî åñòü ïåðåõîä â îä-
íîé èç ñîïîñòàâëÿåìûõ àëãåáð ê äðóãîìó áàçèñó
ñ ñîõðàíåíèì ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò, ýòè àëãåá-
ðû îòîæäåñòâëÿþòñÿ è îñòàþòñÿ òîëüêî àëãåáðû
(27.1) è (31.2) ñ δ = 0.
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Áàçèñíûå îïåðàòîðû (36.2), (36.3), (36.4)
èçîìîðôíûõ àëãåáð Ëè ìîæíî çàïèñàòü åäèíî-
îáðàçíî, åñëè â âûðàæåíèÿõ äëÿ íèõ ïðîèçâåñòè
ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèå çàìåíû êîîðäèíàò:

ξ = sinx/(cosx+ 1), η = exp y/(cosx+ 1),

ξ = sinx/(cos x− th y), η = 1/(cosx− th y)ch y,

ξ = sinx/(cos x−cth y), η = 1/(cosx−cth y)sh y

è âîçâðàòèòüñÿ ê èõ ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì:

X1 =
1
2
(1 + x2 − εy2)∂x + xy∂y,

X2 = x∂x + y∂y,

X3 =
1
2
(1 − x2 + εy2)∂x − xy∂y,

 (37)

ãäå ε = 0 äëÿ (36.2), ε = −1 äëÿ (36.3) è ε = +1
äëÿ (36.4). Ðåçóëüòàòû òåîðåìû 3 è ìåòîäû èõ
ïîëó÷åíèÿ îïóáëèêîâàíû àâòîðîì â ðàáîòå [10].

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (8) áåñêîíå÷íî ìàëûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ (24) îêðåñòíîñòåé U(i) è U(j)
è ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî îòäåëüíî ïî êàæäî-
ìó èç íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ a1, a2, a3, ïîëà-
ãàÿ çàòåì â êàæäîé èç òðåõ ïðîèçâîäíûõ a1 =
a2 = a3 = 0. Â ðåçóëüòàòå îòíîñèòåëüíî ìåò-
ðè÷åñêîé ôóíêöèè (5), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äâóõ-
òî÷å÷íûì èíâàðèàíòîì ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé
(7), ïîëó÷àåì ñèñòåìó òðåõ ëèíåéíûõ îäíîðîä-
íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî
ïîðÿäêà:

X1(i)f(ij) +X1(j)f(ij) = 0,
X2(i)f(ij) +X2(j)f(ij) = 0,
X3(i)f(ij) +X3(j)f(ij) = 0,

 (38)

ñ îïåðàòîðàìè (25), ãäå, áîëåå ïîäðîáíî,
X1(i) = λ1(xi, yi)∂/∂xi + σ1(xi, yi)∂/∂yi. Ñî-
ãëàñíî èíôèíèòåçèìàëüíîìó êðèòåðèþ èíâàðè-
àíòíîñòè (ñì. [11], ñ.77) âñå ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû (38) ÿâëÿþòñÿ òàêæå ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî
ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (8).

Áàçèñíûå îïåðàòîðû Xα(i), ãäå α = 1, 2, 3,
çàäàþò ëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðåñòíîñòè
U(i), à îïåðàòîðû Xα(j) � îêðåñòíîñòè U(j).
Ïðè íàõîæäåíèè ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè f(ij) ïî
óðàâíåíèÿì (38) ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ îêðåñòíîñòè U(i)×U(j), çàäàâàåìûå îïåðà-
òîðàìè Xα(ij) = Xα(i) +Xα(j). Ïîñêîëüêó îïå-
ðàòîðû Xα(i) è Xα(j) êîììóòèðóþò ìåæäó ñî-
áîé, ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðû èçîìîðôíû àë-
ãåáðå ñ áàçèñîì Xα(ij) ñ òî÷íîñòüþ äî ñîâïàäå-
íèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò. Îäíàêî ýòî âîâñå íå
îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîðû Xα(i) è Xα(j) ïåðåõî-
äÿò äðóã â äðóãà ïðè íåêîòîðîì ëîêàëüíîì äèô-
ôåîìîðôèçìå U(i) → U(j). Ïîýòîìó, åñëè, íà-
ïðèìåð, èìåþòñÿ äâå èçîìîðôíûå, íî ðàçëè÷íûå

òðåõìåðíûå àëãåáðû Ëè ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñ-
êîñòè, òî äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò f(ij) íåîáõî-
äèìî èñêàòü äëÿ âñåõ òðåõ ïðèíöèïèàëüíî ðàç-
ëè÷íûõ ñî÷åòàíèé áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ Xα(i) è
Xα(j) â ñèñòåìå (38). Çàìåòèì, ÷òî â äâîéíîé
íóìåðàöèè ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû 3 ïåðâûå öèô-
ðû îäèíàêîâû äëÿ èçîìîðôíûõ àëãåáð, áàçèñ-
íûå îïåðàòîðû êîòîðûõ íå ñâîäÿòñÿ äðóã ê äðó-
ãó íèêàêîé ëîêàëüíî îáðàòèìîé çàìåíîé êîîð-
äèíàò x→ ϕ(x, y), y → ψ(x, y).

Ëåììà. Åñëè ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè U ⊂ M ñîîòâåòñòâóåò àë-

ãåáðà Ëè ñ áàçèñíûìè îïåðàòîðàìè X1, X2, X3

èç ñïèñêà (26.1)�(36.4) êëàññèôèêàöèîííîé òåî-
ðåìû 3, ïðè÷åì X1 = ∂x, X2 = y∂x èëè X1 = ∂x,

X2 = sinx∂x, òî ëþáîé åå äâóõòî÷å÷íûé èíâà-

ðèàíò âûðîæäåí.

Çàïèøåì ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (38)
ñ ýòèìè îïåðàòîðàìè:

∂f(ij)/∂xi + ∂f(ij)/∂xj = 0,
yi∂f(ij)/∂xi + yj∂f(ij)/∂xj = 0,

}
∂f(ij)/∂xi + ∂f(ij)/∂xj = 0,

sinxi∂f(ij)/∂xi + sinxj∂f(ij)/∂xj = 0.

}
Îáå ñèñòåìû èìåþò ðàíã ðàâíûé äâóì, ïîýòî-
ìó ∂f(ij)/∂xi = 0, ∂f(ij)/∂xj = 0 è èõ îáùåå
ðåøåíèå íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò xi è xj :

f(ij) = χ(yi, yj).

ßñíî, ÷òî òàêîé äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò âû-
ðîæäåí. Ëåììà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàõîæäåíèè äâóõòî÷å÷-
íûõ èíâàðèàíòîâ òðåõïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï
ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè êàê ðåøåíèé ñèñòåì
óðàâíåíèé (38) òå àëãåáðû Ëè, ó êîòîðûõ ëèáî
X1 = ∂x, X2 = y∂x, ëèáî X1 = ∂x, X2 = sinx∂x,
òî åñòü àëãåáðû (26.1)�(34.1), (36.1), ìîæíî íå
ðàññìàòðèâàòü.

Òåîðåìà 4. Íåâûðîæäåííûå äâóõòî÷å÷íûå

èíâàðèàíòû òðåõïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï Ëè

ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè ñ òî÷-

íîñòüþ äî ìàñøòàáíîé ôóíêöèè ψ(f) → f
è â íàäëåæàùå âûáðàííîé ñèñòåìå ëîêàëüíûõ

êîîðäèíàò (x, y) ñîâïàäàþò ñ ìåòðè÷åñêèìè

ôóíêöèÿìè (9)�(19), çàäàþùèìè íà íåé äâóìåð-
íûå ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ãåîìåò-

ðèè ñî ñâÿçüþ (6).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 ñîñòîèò â ïîñëåäî-
âàòåëüíîì ðåøåíèè ñèñòåì óðàâíåíèé (38) äëÿ
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òðèíàäöàòè àëãåáð: (27.2)�(34.2), (35.1), (36.2),
(36.3), (36.4), (35), à òàê æå óêàçàíèè ìàñøòàá-
íîé ôóíêöèè è çàìåíû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè,
êîòîðûå ïðèâåäóò ê ñîâïàäåíèþ ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé èç ñïèñêà (9)�(19)
òåîðåìû 2. Â ñèëó ïðîçðà÷íîñòè ìåòîäà àâòîð
ñ÷èòàåò ðàçóìíûì èç òðèíàäöàòè ñèñòåì óðàâíå-
íèé (38) ðàññìîòðåòü òîëüêî ïÿòü, ðåøåíèå êî-
òîðûõ ïðîâåñòè ïîñëåäîâàòåëüíî äî êîíå÷íîãî
ñîïîñòàâëåíèÿ.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (38) ñ îïåðàòî-
ðàìè (27.2):

∂f(ij)/∂xi + ∂f(ij)/∂xj = 0,
∂f(ij)/∂yi + ∂f(ij)/∂yj = 0,
yi∂f(ij)/∂xi + δ∂f(ij)/∂yi+

+yj∂f(ij)/∂xj + δ∂f(ij)/∂yj = 0.

 (39)

Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ëåãêî íàõîäèì:

f(ij) = χ(xi − xj , yi − yj), (40)

ãäå χ(u, v) � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
äâóõ ïåðåìåííûõ

u = xi − xj , v = yi − yj . (41)

Ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò (40) â òðåòüå óðàâíåíèå
ñèñòåìû (39), ïîëó÷àåì vχu(u, v) = 0, òî åñòü
χu(u, v) = 0 è χ(u, v) = ψ(v), ãäå ψ � ïðîèçâîëü-
íàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé. Äâóõòî÷å÷íûé
èíâàðèàíò (40) ñ òàêîé ôóíêöèåé χ(u, v) ÿâíî
âûðîæäåí, òàê êàê â íåì íåò çàâèñèìîñòè îò êî-
îðäèíàò xi è xj :

f(ij) = ψ(yi − yj). (42)

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (38) ñ îïåðàòî-
ðàìè (28.2):

∂f(ij)/∂xi + ∂f(ij)/∂xj = 0,
∂f(ij)/∂yi + ∂f(ij)/∂yj = 0,

(xi + yi)∂f(ij)/∂xi+
+yi∂f(ij)/∂yi + (xj + yj)∂f(ij)/∂xj+

+yj∂f(ij)/∂yj = 0.


(43)

Îáùåå ðåøåíèå ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû
(43) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (40). Ïîäñòàâëÿÿ åãî
â åå òðåòüå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ
ôóíêöèè χ(u, v):

(u + v)χu(u, v) + vχv(u, v) = 0,

ðåøåíèå êîòîðîãî ëåãêî íàõîäèòñÿ ìåòîäîì õà-
ðàêòåðèñòèê:

χ(u, v) = ψ(v2exp(−2u/v)), (44)

ãäå ψ åñòü óæå ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïå-
ðåìåííîé. Ïî ðåøåíèÿì (40), (44) è îáîçíà÷åíèþ
(41) ïîëó÷àåì äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò

f(ij) = ψ((yi − yj)2exp(−2(xi−
−xj)/(yi − yj)), (45)

êîòîðûé ÿâíî íåâûðîæäåí. Èíâàðèàíò (45) ýê-
âèâàëåíòåí ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (17), ïåðåõî-
äÿùåé â íåãî ïðè ëîêàëüíîì äèôôåîìîðôèçìå
f → ψ(f) è çàìåíå êîîðäèíàò x→ y, y → −x. Çà-
ìåòèì, ÷òî ïëîñêîñòü ñ òàêîé ìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèåé â ãåîìåòðèè íå ðàññìàòðèâàëàñü.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (38) ñ îïåðàòî-
ðàìè (29.2):

∂f(ij)/∂xi + ∂f(ij)/∂xj = 0,
∂f(ij)/∂yi + ∂f(ij)/∂yj = 0,

xi∂f(ij)/∂xi + pyi∂f(ij)/∂yi+
+xj∂f(ij)/∂xj + pyj∂f(ij)/∂yj = 0,

 (46)

ïðè÷åì 0 < p2 < 1. Îáùåå ðåøåíèå ïåðâûõ äâóõ
óðàâíåíèé ñèñòåìû (46) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì
(40). Ïîäñòàâëÿÿ åãî â åå ïîñëåäíåå óðàâíåíèå,
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè χ:

uχu(u, v) + pvχv(u, v) = 0,

êîòîðîå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ ìåòîäîì õàðàêòå-
ðèñòèê:

χ(u, v) = ψ(up/v), (47)

ãäå ψ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåí-
íîé. Ïî ðåøåíèÿì (40), (47) è îáîçíà÷åíèþ (41)
ïîëó÷àåì íåâûðîæäåííûé äâóõòî÷å÷íûé èíâà-
ðèàíò

f(ij) = ψ

(
(xi − xj)p

yi − yj

)
, (48)

êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
(16), ïåðåõîäÿ â íåå ïðè çàìåíå êîîðäèíàò
x→ x− y, y → x+ y, ââåäåíèè íîâîãî ïàðàìåò-
ðà β = (1 + p)/(1 − p), ïðè÷åì β > 0 è β 6=
1, è ñëåäóþùåì ëîêàëüíîì äèôôåîìîðôèçìå:
f → (ψ−1(f))2/(p−1), åñëè

|(yi − yj)/(xi − xj)| < 1

è
f → ((−1)(p+1)/2ψ−1(f))2/(p−1),

åñëè |(yi − yj)/(xi − xj)| > 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå â
ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû âûðàæåíèÿ (16) äëÿ ìåò-
ðè÷åñêîé ôóíêöèè âõîäèò ãèïåðáîëè÷åñêèé àðå-
àòàíãåíñ (arth), à âî âòîðîì � ãèïåðáîëè÷åñêèé
àðåàêîòàíãåíñ (arcth).

Ïëîñêîñòü ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé (48) â
ãåîìåòðèè ðàññìàòðèâàëàñü òîëüêî äëÿ p = 1/2
è ψ(t) = 1/t2, êîãäà îíà ñòàíîâèòñÿ ôèíñëå-
ðîâîé: df = dy2/dx, ïðè÷åì ïðè ïåðåõîäå
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dx→ λdx, dy → λdy èìååì df → λdf , òî åñòü
ëîêàëüíî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå åå îäíîðîäíîñòè.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (38) ñ îïåðàòîðàìè (30.2)
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû (46), åñëè â
íåé ïîëîæèòü p = +1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè
åå èíòåãðèðîâàíèè óñëîâèå p 6= +1 íå áûëî èñ-
ñïîëüçîâàíî. Â ðåçóëüòàòå, ïîëàãàÿ â ðåøåíèè
(48) p = +1, ïîëó÷àåì íåâûðîæäåííûé äâóõòî-
÷å÷íûé èíâàðèàíò

f(ij) = ψ

(
xi − xj

yi − yj

)
. (49)

Èíâàðèàíò (49) ýêâèâàëåíòåí ìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè (15), ïåðåõîäÿùåé â íåãî ïðè ëîêàëü-
íîì äèôôåîìîðôèçìå f → ψ(f−1). Ïëîñêîñòü
ñ òàêîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé â ãåîìåòðèè íå
èçó÷àëàñü.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (38) ñ îïåðàòî-
ðàìè (35.1);

∂f(ij)/∂xi + ∂f(ij)/∂xj = 0,
tg yi sinxi∂f(ij)/∂xi + cosxi∂f(ij)/∂yi + tg yj sinxj∂f(ij)/∂xj + cosxj∂f(ij)/∂yj = 0,
tg yi cosxi∂f(ij)/∂xi − sinxi∂f(ij)/∂yi + tg yj cosxj∂f(ij)/∂xj − sinxj∂f(ij)/∂yj = 0.

 (50)

Îáùåå ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
(50) çàäàåòñÿ, î÷åâèäíî, ñëåäóþùèì âûðàæåíè-
åì:

f(ij) = Θ(xi − xj , yi, yj), (51)
ãäå Θ(u, v, w) � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
òðåõ ïåðåìåííûõ. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå âî
âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (50). Çàòåì
óìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå íà cosxi (ñîîòâåò-
ñòâåííî, íà cosxj) è ñëîæèì ñ òðåòüèì, óìíî-
æåííûì íà − sinxj (ñîîòâåòñòâåííî, íà − sinxi).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé
äëÿ ôóíêöèè Θ(u, v, w):

tg v sinuΘu + cosuΘv + Θw = 0,
tg w sinuΘu + Θv + cosuΘw = 0,

}
(52)

ãäå, íàïîìíèì,

u = xi − xj , v = yi, w = yj . (53)

Óìíîæèì, äàëåå, ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (54)
íà tg w è ñëîæèì ñî âòîðûì, óìíîæåííûì íà
−tg v:
(tg w cosu− tg v)Θv − (tg v cosu− tg w)Θw = 0.

Ýòî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì õà-
ðàêòåðèñòèê:

Θ(u, v, w) = χ(u, cos v cosw cosu+ sin v sinw),

ãäå χ(s, t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðå-
ìåííûõ. Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå â ïåð-
âîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (56): χs(s, t) = 0, òî åñòü

Θ(u, v, w) = ψ(cos v cosw cosu+sinv sinw), (54)

ãäå ψ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ òîëüêî îäíîé ïå-
ðåìåííîé. Ïî ðåøåíèÿì (51), (54) è îáîçíà÷åíèþ
(53) íàõîäèì íåâûðîæäåííûé äâóõòî÷å÷íûé èí-
âàðèàíò

f(ij) = ψ(cos yi cos yj cos(xi − xj)+

+ sin yi sin yj), (55)

êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
(10), ïåðåõîäÿùåé â íåãî ïðè ëîêàëüíîì äèô-
ôåîìîðôèçìå f → ψ(f) è çàìåíå êîîðäèíàò
x→ x, y → (π − 2y)/2. Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå
(10) îïðåäåëÿåò ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ äâóìåð-
íîé ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â òðåõìåðíîì åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (38) ñ îïåðàòî-
ðàìè (37):

(1 + x2
i − εiy

2
i )∂f(ij)/∂xi + 2xiyi∂f(ij)/∂yi+

+(1 + x2
j − εjy

2
j )∂f(ij)/∂xj + 2xjyj∂f(ij)/∂yj = 0,

xi∂f(ij)/∂xi + yi∂f(ij)/∂yi+
+xj∂f(ij)/∂xj + yj∂f(ij)/∂yj = 0,

(1 − x2
i + εiy

2
i )∂f(ij)/∂xi − 2xiyi∂f(ij)/∂yi+

+(1 − x2
j + εjy

2
j )∂f(ij)/∂xj − 2xjyj∂f(ij)/∂yj = 0,


(56)
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ãäå εi = 0,±1; εj = 0,±1, ïðè÷åì íå îáÿçà-
òåëüíî εi = εj . Ñëîæèì ïåðâîå è òðåòüå óðàâíå-
íèÿ ñèñòåìû (56):

∂f(ij)/∂xi + ∂f(ij)/∂xj = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êîîðäèíàòû xi è xj âõîäÿò â
èíâàðèàíò f(ij) â âèäå ðàçíîñòè xi − xj . Îáùåå
ðåøåíèå ñèñòåìû (56) áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì
âèäå:

f(ij) =

= Θ

(
(xi − xj)2 + εiy

2
i + εjy

2
j

yiyj
, yi, yj

)
, (57)

ãäå Θ(u, v, w) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåí-
íûõ

u = ((xi − xj)2 + εiy
2
i + εjy

2
j )/yiyj ,

v = yi, w = yj ,

}
(58)

ïîñêîëüêó äðîáíûé àðãóìåíò â íåé, êàê ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ðåøåíèé.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (57) â ïåðâîå è âòîðîå
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (56):

xiyiΘv + xjyjΘw = 0,
yiΘv + yjΘw = 0,

}
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Θv = 0, Θw = 0 è ïîòîìó

Θ(u, v, w) = ψ(u), (59)

ãäå ψ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåí-
íîé. Ïî ðåøåíèÿì (57), (59) è îáîçíà÷åíèþ (58)
ïîëó÷àåì íåâûðîæäåííûé äâóõòî÷å÷íûé èíâà-
ðèàíò

f(ij) = ψ(((xi − xj)2 + εiy
2
i + εjy

2
j )/yiyj), (60)

êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
(19), ïåðåõîäÿùåé â íåãî ïðè ëîêàëüíîì äèô-
ôåîìîðôèçìå f → ψ(f). Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Â ðàáîòå [12] àâòîðîì áûëè íàéäåíû
âñå äâóõòî÷å÷íûå èíâàðèàíòû êàê ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (38) äëÿ âñåâîçìîæíûõ èçîìîðôíûõ
àëãåáð Ëè ñ áàçèñíûìè îïåðàòîðàìè Xα(i) è
Xα(j), ãäå α = 1, 2, 3, âçÿòûìè èç ïîëíîãî ñïèñ-
êà òåîðåìû 3. Ìíîãèå èç òàêèõ ñèñòåì â íàñòîÿ-
ùåì ïàðàãðàôå íå ðàññìàòðèâàëèñü ïî óñëîâèÿì
ëåììû î âûðîæäåíèè äâóõòî÷å÷íîãî èíâàðèàí-
òà, äîêàçàííîé ïåðåä òåîðåìîé 4. Íàïðèìåð,
ñèñòåìà (38) ñ îïåðàòîðàìè (32.1) è (32.2) èìååò
ðåøåíèå

f(ij) = ψ((xi − xj − yiyj)/
√
yi), (61)

â òî âðåìÿ êàê ñ îïåðàòîðàìè (32.1) åå ðåøåíèå
äðóãîå:

f(ij) = ψ(yi/yj), (62)

â êîòîðîì îòñóòñòâóþò êîîðäèíàòû xi è xj . Ñ
îïåðàòîðàìè æå (32.2) ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû áó-
äåò ñëåäóþùèì:

f(ij) = ψ(1/(xi − xj)(yi − yj)). (63)

Ïóñòü äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M íåñâÿçíî è
ïðåîáðàçîâàíèå åãî ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò çàäà-
åòñÿ èçîìîðôíûìè, íî ðàçëè÷íûìè àëãåáðàìè
Ëè ñ áàçèñíûìè îïåðàòîðàìè (32.1) è (32.2). Òî-
ãäà â öåëîì äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ òðåõ ðåøåíèé (61), (62),
(63) è îêàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì, òàê êàê äëÿ
òîé êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå
êîòîðîé çàäàåòñÿ àëãåáðîé Ëè ñ áàçèñíûìè îïå-
ðàòîðàìè (32.1), â ðåøåíèè (62) íåò êîîðäèíàò
xi è xj . Çàìåòèì, ÷òî â àíàëîãè÷íûõ óñëîâèÿõ
äâóõòî÷å÷íûé èíâàðèàíò (60) íåâûðîæäåí êàê
"âíóòðè" êàæäîé èç êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ,
òàê è "ìåæäó", êîãäà òî÷êè i è j íàõîäÿòñÿ â
ðàçíûõ åãî êîìïîíåíòàõ.
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ÓÄÊ 512.83

È.Â. Ïîëèêàíîâà1

ÂÅÐÕÍÈÅ È ÍÈÆÍÈÅ ÏÐÅÄÅËÛ ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÛÕ
ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉÂÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕÑÀÊÑÈÎÌÀÌÈ
Ñ×ÅÒÍÎÑÒÈ

1

1◦. Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ïðåäåëàõ ìíîãî-
çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.

Ìíîæåñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü çàãëàâíûìè
áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà: G,K,L . . . , à èõ
ýëåìåíòû - ìàëûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôà-
âèòà: x, y, z . . . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü èçâåñòíûìè
îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ òàêèå, êàê
"ïóñòîå ìíîæåñòâî", "ïîäìíîæåñòâî", "îáúåäè-
íåíèå", "ïåðåñå÷åíèå", "ðàçíîñòü", êîòîðûå áó-
äåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè: ∅, ⊂, ∪, ∩, −, ñî-
îòâåòñòâåííî. Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A â óíè-
âåðñàëüíîì ìíîæåñòâå îáîçíà÷èì CA. Ïåðåñå-
÷åíèå, îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ñåìåé-
ñòâà {Fα|α ∈ =} áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåí-
íî:

⋂
Fα,

⋃
Fα.

Ïóñòü F : X → Y � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå (ì.î.), ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå x ∈ X
íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî F (X) â Y � åå îáðàç. Â
ìíîæåñòâàõ X è Y çàäàíû òîïîëîãèè σ è τ ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïîðîæäàåìûå èìè ñèñòåìû îêðåñò-
íîñòåé (îòêðûòûõ)â òî÷êàõ x ∈ X, y ∈ Y áó-
äåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç σ(x) è τ(y) ñîîòâåòñòâåííî.
Òî÷êó x íàçîâåì ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà
A, åñëè â ëþáîé åå îêðåñòíîñòè èìååòñÿ òî÷êà
ìíîæåñòâà A îòëè÷íàÿ îò x. Ñîâîêóïíîñòü ïðå-
äåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A áóäåì îáîçíà÷àòü
Ad. Â ñëó÷àå, åñëè x � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæå-
ñòâà A ⊂ X, ñèñòåìó ïðîêîëîòûõ îêðåñòíîñòåé
òî÷êè x íà A, (ò.å. îêðåñòíîñòåé ñ óäàëåííîé èç
íèõ òî÷êîé x), îáîçíà÷èì ñèìâîëîì σA(x) :

σA(x) = {V ∩A− {x} | V ∈ σ(x)} .

Íèæíèì ïðåäåëîì ì.î. F ïî ìíîæåñòâó A â
òî÷êå x ∈ Ad íàçîâåì ìíîæåñòâî

FA(x) = {y ∈ Y |(∀U∈τ(y)

) (∃V ∈σA(x)

)
(∀y∈V ) (F (y) ∩ U 6= ∅)} .

Âåðõíèì ïðåäåëîì ì.î. F ïî ìíîæåñòâó A â
òî÷êå x ∈ Ad íàçîâåì ìíîæåñòâî

FA(x) =
⋃

G∈<A(x)

FG(x),

ãäå <A(x) � êëàññ âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
A, èìåþùèõ x ñâîåé ïðåäåëüíîé òî÷êîé.

Åñëè FA(x) = FA(x), òî íèæíèé ïðåäåë
FA(x) íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ì.î. F â òî÷êå x ïî
ìíîæåñòâó A. Îáîçíà÷èì ltAF (x). Äëÿ A = X
áóäåì èñïîëüçîâàòü óïðîùåííûå îáîçíà÷åíèÿ:
F (x), F (x), ltF (x).

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäåëû â òî÷êå îïðåäåëÿþò-
ñÿ ëèøü ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé â äàííîé òî÷-
êå, îáðàçóþùèõ ôèëüòð (îòêðûòûå îêðåñòíîñòè
ñîñòàâëÿþò åãî áàçó.) Åñëè â êà÷åñòâå X âçÿòü
ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, ïîïîëíåííîå
íåñîáñòâåííîé òî÷êîé ∞ ñ ñèñòåìîé åå îêðåñò-
íîñòåé Vn = N − {1, . . . , n} , n ∈ N, òî ïðå-
äåëû F (∞), F (∞), ltF (∞) ì.î. F : X → Y
ñîîòâåòñòâåííî ñîâïàäàþò ñ ââåäåííûìè ðàíåå
([1], ñ. 341 - 348) ïðåäåëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìíîæåñòâ (Fi). Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäå-
ëà ltF (∞) = F ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìíîæåñòâ (Fi) ñõîäèòñÿ ê F.

Ñâîéñòâà íèæíèõ è âåðõíèõ ïðåäåëîâ ì.î. â
òî÷êå ðàññìîòðåíû àâòîðîì â [2]. Ñôîðìóëèðó-
åì íåêîòîðûå èç íèõ.

Ïðåäëîæåíèå 1. [2]
1. Åñëè F � ñòàöèîíàðíîå ì.î.: F (x) = F äëÿ

âñåõ x ∈ X, òî

FA(x) = FA(x) = clF.

2. Åñëè K,F � äâà ì.î. èç X â Y, ïðè÷åì
K(x) ⊂ F (x) äëÿ âñåõ x ∈ X, òî

KA(x) ⊂ FA(x), KA(x) ⊂ FA(x).

3. Åñëè F : X → Y � ì.î., A ⊂ G è x ∈ Ad,
òî x ∈ Gd è

FG(x) ⊂ FA(x), FA(x) ⊂ FG(x).

4.
FA(x) ⊂ FA(x).

5.

FG (x) ⊂
⋂

V ∈σG(x)

cl

⋃
y∈V

F (y)

 .
Â äàííîé ðàáîòå ìû âûÿâèì íîâûå ñâîé-

ñòâà ïðåäåëîâ, îáóñëîâëåííûå ââåäåíèåì àêñè-
îì ñ÷åòíîñòè â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y.
Íàïîìíèì èõ:

1Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ (êîä 02-01-01071).
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1-àÿ : â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñóùå-
ñòâóåò ñ÷åòíàÿ ëîêàëüíàÿ áàçà îêðåñòíîñòåé.

2-àÿ : ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ áàçà îêðåñòíîñòåé.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . xn . . . ýëåìåí-
òîâ èç ìíîæåñòâ G1, G2, . . .Gn . . . ñîîòâåòñòâåí-
íî (âîçìîæíî G1 = G2 = . . . ) áóäåì îáîçíà-
÷àòü (xi ∈ Gi)

∞
i=1 èëè áîëåå êðàòêî (xi ∈ Gi) , åñ-

ëè íå âîçìîæíû íåäîðàçóìåíèÿ. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (xi ∈ G) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê ýëåìåí-
òó x ∈ G, åñëè âñÿêàÿ îêðåñòíîñòü U ∈ σG(x)
ñîäåðæèò âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà. Îáîçíà÷èì: (xi) → x.

Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò ïîëåçíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2. ([3], ñ. 129)

à). Åñëè â òî÷êå x ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ ëî-
êàëüíàÿ áàçà îêðåñòíîñòåé, òî ñóùåñòâóåò ñ÷åò-
íàÿ áàçà îêðåñòíîñòåé (Vi)

∞
i=1 , îáëàäàþùàÿ

ñâîéñòâîì:

V1 ⊃ V2... ⊃ Vi ⊃ ... (1)

á). Âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
(xi ∈ Vi) ñõîäèòñÿ ê x.

Òåîðåìà 1.

FG (x) =
⋂

A∈<G(x)

FA (x) . (2)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïî ïðåäë. 1(3, 4) äëÿ ëþáîãî A ∈ <G(x) ñïðà-
âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

FG(x) ⊂ FA(x) ⊂ FA(x).

Ïîýòîìó

FG(x) ⊂
⋂

A∈<G(x)

FA(x).

Óñòàíîâèì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå:⋂
A∈<G(x)

FA(x) ⊂ FG(x)

èëè ðàâíîñèëüíîå åìó:

C[FG(x)] ⊂ C

 ⋂
A∈<G(x)

FA(x)

 ,
à ñ ó÷åòîì çàêîíà Ìîðãàíà � òàêîå:

C[FG(x)] ⊂
⋃

A∈<G(x)

C[FA(x)]. (3)

Ïóñòü z ∈ C[FG(x)]. Òîãäà íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü
U ∈ τ(z) òî÷êè z òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé îêðåñò-
íîñòè V ∈ σG(x) èìååòñÿ òî÷êà xV òàêàÿ, ÷òî
F (xV )∩U = ∅, ò.å. F (xV ) ⊂ CU. Ïóñòü A � ìíî-
æåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê xV , V ∈ σG(x). ßñíî,
÷òî A ∈ <G(x). Òîãäà äëÿ âñåõ y ∈ A âûïîëíÿ-
åòñÿ: F (y) ⊂ CU. Îïðåäåëèì ñòàöèîíàðíîå îòîá-
ðàæåíèå K : X → Y ôîðìóëîé: K(y) = CU äëÿ
âñåõ y ∈ X. Ïîñêîëüêó F (y) ⊂ K(y) äëÿ âñåõ
y ∈ A, òî ïî ïðåäë. 1(2) èìååì: FA(x) ⊂ KA(x).
Íî ïî ïðåäë. 1(1) KA(x) = cl(CU). Òàê êàê U
� îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî åãî äîïîëíåíèå CU
çàìêíóòî â Y è cl(CU) = CU. Òàêèì îáðàçîì,
FA(x) ⊂ CU è, çíà÷èò, U ⊂ C[FA(x)]. Â ñâîþ
î÷åðåäü

C[FA(x)] ⊂
⋃

A∈<G(x)

C[FA(x)].

Ñëåäîâàòåëüíî

z ∈
⋃

A∈<G(x)

C[FA(x)].

Âêëþ÷åíèå (3) äîêàçàíî, à âìåñòå ñ íèì è ôîð-
ìóëà (2).

2◦. Ïðåäåëû ïî ôèëüòðàì îêðåñòíîñòåé, îá-
ëàäàþùèõ ñ÷åòíîé áàçîé.

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ïóíêòà è äî êîíöà ñòàòüè,
â ôîðìóëèðîâêàõ óòâåðæäåíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî F : X → Y � ì.î., G ⊂ X, x ∈ Gd, ëîêàëü-
íûé âåñ ïðîñòðàíñòâà X â òî÷êå x ∈ Gd ñ÷åòåí.

Òåîðåìà 2.

FG(x) =
⋂

A∈<
FA(x),

FG(x) =
⋃

A∈<
FA(x),

ãäå < - ìíîæåñòâî âñåõ ñõîäÿùèõñÿ ê x ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé A = (xi ∈ G− {x}) .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîñêîëüêó ëîêàëüíûé âåñ ïðîñòðàíñòâà X â
òî÷êå x ∈ Gd ñ÷åòåí, òî ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ áàçà
{Vi} îêðåñòíîñòåé òî÷êè x âX òàêàÿ, ÷òî âûïîë-
íåíî óñëîâèå (1)(ïðåäë. 2(à)). Ïóñòü A � ïðîèç-
âîëüíîå ìíîæåñòâî èç <G(x). Â ñèëó òîãî, ÷òî
x ∈ Gd, â êàæäîì ìíîæåñòâå Vi ∩ A íàéäåòñÿ
òî÷êà xi îòëè÷íàÿ îò x. Òàêèì îáðàçîì, êàæäî-
ìó ìíîæåñòâó A ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü Ã = (xi), ñõîäÿùóþñÿ ê x (ïðåäë.
2(á)). Õîòÿ ñïîñîáîâ ñîïîñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâó

A ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ã ìíîãî, ìû ôèêñèðóåì
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îäèí èç íèõ, òàê ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ã îä-
íîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó A. Ïóñòü <̃ -
êëàññ âñåõ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ã, îïðå-
äåëåííûõ äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ A ∈ <G(x), < �
ìíîæåñòâî âñåõ ñõîäÿùèõñÿ ê x ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé. ßñíî, ÷òî <̃ ⊂ < ⊂ <G(x). Ïîýòîìó, ïðè-
íèìàÿ âî âíèìàíèå òåîð. 1, ìîæåì çàïèñàòü:⋃

Ã∈<̃
F Ã(x) ⊂

⋃
A∈<

FA(x) ⊂

⊂
⋃

A∈<G(x)

FA(x) = FG(x), (4)

FG(x) =
⋂

A∈<G(x)

FA(x) ⊂
⋂

A∈<
FA(x) ⊂

⊂
⋂

Ã∈<̃
F Ã(x). (5)

Òàê êàê Ã ⊂ A äëÿ âñåõ A ∈ <G(x), òî â ñèëó
ïðåäë. 1(3) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

FA(x) ⊂ F Ã(x), è F Ã(x) ⊂ FA(x).

Òîãäà ⋃
A∈<G(x)

FA(x) ⊂
⋃

Ã∈<̃
F Ã(x), (6)

⋂
Ã∈<̃

F Ã(x) ⊂
⋂

A∈<G(x)

FA(x). (7)

Ñîïîñòàâëåíèå ôîðìóë (4)-(7) ïðèâîäèò ê òðå-
áóåìîìó ðåçóëüòàòó:

FG(x) =
⋂

Ã∈<̃
F Ã(x) =

⋂
A∈<

FA(x).

FG(x) =
⋃

Ã∈<̃
F Ã(x) =

⋃
A∈<

FA(x).

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïðåäåë ltGF (x) ñóùåñòâóåò è ðà-
âåí F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþ-
áîé ñõîäÿùåéñÿ ê x ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê
(xi ∈ G − {x}) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ
(F (xi)) ñõîäèòñÿ ê F .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðåäåë ltGF (x) = F.
Ïîñêîëüêó âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
A = (xi ∈ G− {x}), ñõîäÿùàÿñÿ ê x, ïðèíàäëå-
æèò ñåìåéñòâó <G(x), òî îïðåäåëåíû íèæíèå è
âåðõíèå ïðåäåëû FA(x) è FA(x), äëÿ êîòîðûõ â
ñèëó ïðåäë. 1(3,4) âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

FG(x) ⊂ FA(x) ⊂ FA(x) ⊂ FG(x).

Ïîýòîìó ðàâåíñòâî:

FG(x) = FG(x) = F

âëå÷åò:

FA(x) = FA(x) = F,

ò.å. ltAF (x) = F.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âû-
òåêàåò èç òåîðåìû 2.

Ëåììà 1.
à). Òî÷êà z ∈ C[FG(x)] òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ∈ τ(z) è ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü òî÷åê (xi ∈ G−{x}), ñõîäÿùàÿñÿ
ê x, òàêèå, ÷òî F (xi)∩U = ∅ äëÿ âñåõ i = 1, 2 . . .

á). Òî÷êà z ∈ C[FG(x)] òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A òî-
÷åê èç X, ñõîäÿùåéñÿ ê x, íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòü
UA ∈ τ(z) è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xi) ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè A òàêèå, ÷òî F (xi) ∩ UA = ∅ äëÿ
âñåõ i = 1, 2 . . .

Äîêàçàòåëüñòâî.

à). Ïóñòü z ∈ C[FG(x)]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U ∈ τ(z) òàêàÿ, ÷òî â
ëþáîé îêðåñòíîñòè V ∈ σG(x) èìååòñÿ òî÷êà
xV ∈ G òàêàÿ, ÷òî F (xV ) ∩ U = ∅. Òàê êàê
ëîêàëüíûé âåñ ïðîñòðàíñòâà X â òî÷êå x ñ÷å-
òåí, òî ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà îêðåñòíî-
ñòåé (Vi ∈ σG(x)) òàêàÿ, ÷òî V1 ⊃ V2 ⊃ . . . Â
êàæäîé îêðåñòíîñòè Vi ñóùåñòâóåò òî÷êà xi òà-
êàÿ, ÷òî F (xi) ∩ U = ∅. Ïî ïðåäë. 2(á) (xi) → x.
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî xi ∈ G − {x} äëÿ âñåõ
i = 1, 2 . . . Óòâåðæäåíèå â îäíó ñòîðîíó äîêàçà-
íî.

Ïóñòü òåïåðü èìåþòñÿ îêðåñòíîñòü U ∈ τ(z)
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xi ∈ G−{x}), ñõîäÿùàÿñÿ
ê x, òàêèå, ÷òî F (xi)∩U = ∅ äëÿ âñåõ i = 1, 2 . . .
Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî z ∈ FG(x), òî íàéäåòñÿ
îêðåñòíîñòü V ∈ σG(x) òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ y ∈ V
ñïðàâåäëèâî: F (y) ∩ U 6= ∅. Òàê êàê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (xi) → x, òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
íîìåðà n, xi ∈ V. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ i > n áóäåì
èìåòü: F (xi) ∩ U 6= ∅. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Çíà÷èò z /∈ FG(x), ò.å. z ∈ C[FG(x)].

á). Ïî òåîðåìå 2 è çàêîíó Ìîðãàíà èìååì:

C
[
FG (x)

]
= C

[ ⋃
A∈<

FA (x)

]
=
⋂

A∈<
C [FA (x)] .

Ïîýòîìó z ∈ C
[
FG (x)

]
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A ∈ < ñïðà-
âåäëèâî: z ∈ C [FA (x)] . Ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû
ïóíêòà à), ïîëó÷èì òðåáóåìûé êðèòåðèé.
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3◦. Ïðåäåëû â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ïåðâîé è âòî-
ðîé àêñèîìàìè ñ÷åòíîñòè.

Ëåììà 2. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Y óäîâëåòâî-
ðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè.

à). Òî÷êà z ∈ FG (x) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî-
÷åê (xi ∈ G− {x}) , ñõîäÿùàÿñÿ ê x â X, è
(zi ∈ F (xi)) , ñõîäÿùàÿñÿ ê z â Y .

á). Òî÷êà z ∈ FG (x) òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(xi ∈ G− {x}) , ñõîäÿùåéñÿ ê x, ìîæíî èçâëå÷ü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yi) , äëÿ êîòîðîé íàé-
äåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zi ∈ F (yi)) , ñõîäÿ-
ùàÿñÿ ê z â Y.

Äîêàçàòåëüñòâî.

à). Ïóñòü z ∈ FG (x) . Ïî òåîðåìå 2 ñóùåñòâó-
åò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B = (xi ∈ G− {x}) , ñõî-
äÿùàÿñÿ ê x, òàêàÿ, ÷òî z ∈ FB (x) . Çàäàäèì
ñ÷åòíóþ ñèñòåìó îêðåñòíîñòåé (Ui ∈ τ(z)) òî÷-
êè z òàêóþ, ÷òî U1 ⊃ U2 ⊃ . . . Òàêàÿ ñèñòåìà
îêðåñòíîñòåé ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ïðîñòðàí-
ñòâî Y óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè
(ïðåäë. 2(à)). Äëÿ êàæäîé îêðåñòíîñòè Ui íàé-
äåòñÿ îêðåñòíîñòü Vi ∈ σG(x) òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ
y ∈ Vi ∩ B ñïðàâåäëèâî: F (y) ∩ Ui 6= ∅. Ïóñòü yi

- ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B,
ïîïàäàþùèé â Vi, à zi - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç
F (yi)∩Ui, i = 1, 2 . . . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(yi ∈ G− {x}) ñõîäèòñÿ ê x, êàê ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ ê x ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
B, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zi ∈ F (yi)) ñõîäèòñÿ ê
z ââèäó ïðåäë. 2(á).

Ïóñòü, íàîáîðîò, ñóùåñòâóåò ïàðà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé: B = (yi ∈ G− {x}) , ñõîäÿùàÿñÿ
ê x, è (zi ∈ F (yi)) , ñõîäÿùàÿñÿ ê z. Äîïóñòèì,
÷òî z /∈ FG (x). Ñîãëàñíî ëåììå 1(á) íàéäóò-
ñÿ îêðåñòíîñòü U ∈ τ(z) è ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (xi ∈ B) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B òàêèå, ÷òî
F (xi)∩U = ∅ äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . Ïóñòü (wi) �
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (zi): wi ∈ F (xi) , i = 1, 2, . . . Èç
ñõîäèìîñòè (zi) → z ñëåäóåò, ÷òî è (wi) → z. Ïî-
ýòîìó, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n, wi ∈ U,
îòêóäà èìååì: F (xi)∩U 6= ∅ ïðè âñåõ i ≥ n. Ïî-
ëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Äîïóùåíèå áûëî íåâåð-
íûì. Çíà÷èò z ∈ FG (x) .

á). Ïî òåîðåìå 2 ñïðàâåäëèâî:

FG (x) =
⋂

A∈<
FA (x) .

Ïîýòîìó z ∈ FG (x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
z ∈ FA (x) äëÿ âñåõ A ∈ <. Ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòà-
òû ïóíêòà à), ïîëó÷èì òðåáóåìûé êðèòåðèé.

Òåîðåìà 3.

1. FG(x) = cl
[
FG(x)

]
. (8)

2. FG(x) =
⋂

V ∈σG(x)

cl

⋃
y∈V

F (y)

 . (9)

3. FG(x) −KG(x) ⊂ (F −K)
G

(x). (10)

Äîêàçàòåëüñòâî.

1.Ïóñòü z ∈ cl
[
FG (x)

]
. Çàäàäèì ñ÷åòíóþ ëî-

êàëüíóþ áàçó îêðåñòíîñòåé (Ui ∈ τ(z)) òî÷êè z
òàêóþ, ÷òî U1 ⊃ U2 ⊃ . . . , è ñ÷åòíóþ ëîêàëüíóþ
áàçó îêðåñòíîñòåé Vi ∈ σG(x) òî÷êè x òàêóþ, ÷òî
V1 ⊃ V2 ⊃ . . . Äëÿ êàæäîãî íîìåðà i = 1, 2, . . .
íàéäåòñÿ òî÷êà zi ∈ FG (x)∩Ui. Ñîãëàñíî ëåììå
2(à) äëÿ êàæäîãî íîìåðà i ìîæíî óêàçàòü äâå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

(
x(i)k ∈ G− {x})∞

k=1
, ñõî-

äÿùóþñÿ ê x, è
(
z(i)k ∈ F

(
x(i)k

))∞
k=1

, ñõîäÿùó-

þñÿ ê zi. Òàê êàê
(
z(i)k

)∞
k=1

→ zi, òî íàéäåòñÿ íî-
ìåð l(i) òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ j > l(i) âûïîëíÿåòñÿ:

z(i)j ∈ Ui. À èç ñõîäèìîñòè
(
x(i)k

)∞
k=1

→ x ñëåäó-
åò, ÷òî íàéäåòñÿ íîìåð m(i) òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ
j > m(i) èìååò ìåñòî: x(i)j ∈ Vi. Ïóñòü yi = x(i)j ,
à wi = z(i)j , ãäå j- ïðîèçâîëüíûé íîìåð, óäîâëå-

òâîðÿþùèé óñëîâèþ: j > max
[
l(i),m(i)

]
. Òîãäà

èìååì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: (yi ∈ Vi) , ñõîäÿ-
ùóþñÿ ê x, è (wi ∈ F (yi) ∩ Ui) , ñõîäÿùóþñÿ ê
z. Ïî ëåììå 2(à) z ∈ FG (x) . Äîêàçàëè âêëþ-
÷åíèå: cl

[
FG (x)

] ⊂ FG (x) . Èç íåãî âûòåêàåò
ðàâåíñòâî (8).

2. Ââèäó ïðåäë. 1(5) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
âêëþ÷åíèå

⋂
V ∈σG(x)

cl

⋃
y∈V

F (y)

 ⊂ FG (x) .

Ïóñòü

z ∈
⋂

V ∈σG(x)

cl

⋃
y∈V

F (y)

 .
Çàäàäèì ëîêàëüíóþ áàçó îêðåñòíîñòåé
Vi ∈ σG(x) òî÷êè x òàêóþ, ÷òî V1 ⊃ V2 ⊃ . . .

Òîãäà z ∈ cl
[⋃

y∈Vi
F (y)

]
äëÿ âñåõ íîìåðîâ

i = 1, 2, . . . Çàäàäèì ëîêàëüíóþ áàçó îêðåñòíî-
ñòåé Ui ∈ τ(z) òî÷êè z òàêóþ, ÷òî U1 ⊃ U2 ⊃ . . .
Äëÿ êàæäîé îêðåñòíîñòè Ui ñïðàâåäëèâî

Ui ∩
 ⋃

y∈Vi

F (y)

 6= ∅,

ò.å. íàéäåòñÿ òî÷êà zi ∈ Ui∩F (xi) äëÿ íåêîòîðîé
òî÷êè xi ∈ Vi. Â ñèëó âûáîðà ëîêàëüíûõ áàç â

38



È.Â. Ïîëèêàíîâà. Âåðõíèå è íèæíèå ïðåäåëû ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ...

òî÷êàõ x è z ñîãëàñíî ïðåäë. 2(á) áóäåò âûïîë-
íÿòüñÿ: (xi) → x, (zi) → z. Íà îñíîâàíèè ëåììû
2(à) çàêëþ÷àåì: z ∈ FG (x) . Òðåáóåìîå âêëþ÷å-
íèå, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ôîðìóëà (9) äîêàçàíû.

3. Ïóñòü z ∈ FG (x) − KG (x) . Âîçüìåì ïðî-
èçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xi ∈ G− {x}) ,
ñõîäÿùóþñÿ ê x. Òàê êàê z ∈ FG (x) , òî ïî ëåì-
ìå 2(á) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xi) ìîæíî èç-
âëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yi) , äëÿ êîòîðîé
íàéäåòñÿ ñõîäÿùàÿñÿ ê z ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(zi ∈ F (yi)) . Òàê êàê z ∈ C

[
KG (x)

]
, òî ïî ëåì-

ìå 1(á) íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòü U ∈ τ(z) òî÷êè z è
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ai) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(yi) òàêèå, ÷òîK (ai)∩U = ∅ äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . .
Ïóñòü (wi)- ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (ai) ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (zi) , ò.å. wi ∈ F (ai) , i = 1, 2, . . . Ïîñêîëü-
êó (zi) → z, òî è (wi) → z. Ïîýòîìó íàéäåò-
ñÿ íîìåð n òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ i > n ñïðà-
âåäëèâî: wi ∈ U è, çíà÷èò, wi /∈ K (ai) , ò.å.
wi ∈ F (ai) − K (ai) èëè wi ∈ (F −K) (ai) .
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
wi ∈ (F −K) (ai) äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , èíà÷å
ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, ïîëó÷àþùåéñÿ èç (ai) îòáðàñûâàíèåì ïåð-
âûõ n ÷ëåíîâ. Òàêèì îáðàçîì, èç ïðîèçâîëü-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xi ∈ G− {x}) , ñõîäÿ-
ùåéñÿ ê x, íàì óäàëîñü âûáðàòü ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (ai) , äëÿ êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (wi ∈ (F −K) (ai)) ñõîäèòñÿ ê z. Ïðèìå-
íÿÿ îïÿòü ëåììó 2(á), çàêëþ÷àåì, ÷òî

z ∈ F −KG (x) .

Òðåáóåìîå âêëþ÷åíèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàí-
ñòâà X è Y óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åò-
íîñòè, à ïðîñòðàíñòâî X ê òîìó æå ÿâëÿåò-
ñÿ T1 - ïðîñòðàíñòâîì. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè

x ∈ (Gd
)d

ñïðàâåäëèâî:(
FG

)
Gd (x) ⊂ FG (x) . (11)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåæäå âñåãî îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî, ïî-
ñêîëüêó X ÿâëÿåòñÿ T1 - ïðîñòðàíñòâîì, òî(
Gd
)d ⊂ Gd ([2], òåîðåìà 1.3(3)). Ïîýòîìó, åñ-

ëè x ∈ (
Gd
)d
, òî x ∈ Gd. Ñëåäîâàòåëüíî, îáà

ìíîæåñòâà â ôîðìóëå (11) èìåþò ñìûñë. Ïóñòü

z ∈ (FG

)
Gd (x) . Ïî ëåììå 2(à) ñóùåñòâóþò äâå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
(
xi ∈ Gd − {x}) , ñõîäÿùà-

ÿñÿ ê x, è
(
zi ∈ FG (xi)

)
, ñõîäÿùàÿñÿ ê z. Îïÿòü

æå, ïî ëåììå 2(à) äëÿ êàæäîãî i ñóùåñòâóåò
ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

(
x(i)j ∈ G− {xi}

)∞
j=1

,

ñõîäÿùàÿñÿ ê xi, è
(
z(i)j ∈ F

(
x(i)j

))∞
j=1

, ñõîäÿ-

ùàÿñÿ ê zi. Ïóñòü (Uk ∈ τ(z)) � ñ÷åòíàÿ ëîêàëü-
íàÿ áàçà îêðåñòíîñòåé â òî÷êå z òàêàÿ, ÷òî:
U1 ⊃ U2 ⊃ . . . , (Vk ∈ σG(x)) � ñ÷åòíàÿ ëîêàëü-
íàÿ áàçà ïðîêîëîòûõ îêðåñòíîñòåé â òî÷êå x
òàêàÿ, ÷òî: V1 ⊃ V2 ⊃ . . . . Ïîñêîëüêó (xi) → x,
à (zi) → z, òî äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, ... íàéäåò-
ñÿ òàêîé íîìåð ik, ÷òî xik

∈ Vk è zik
∈ Uk.

Òîãäà Uk ∈ τ(zik
), Vk ∈ σG(xik

). (Îáðàòèì
âíèìàíèå, ÷òî Vk, áóäó÷è ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòüþ òî÷êè x, äëÿ òî÷êè xik

ÿâëÿåòñÿ îáû÷-
íîé îêðåñòíîñòüþ. Òîò ôàêò, ÷òî Vk - îòêðûòîå
ìíîæåñòâî â X, îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâî X óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå îòäåëè-
ìîñòè, à ïîòîìó âñÿêîå îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî
çàìêíóòî â íåì, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîêîëîòàÿ
îêðåñòíîñòü, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç îòêðûòîãî ìíî-
æåñòâà óäàëåíèåì îäíîé òî÷êè, ÿâëÿåòñÿ îò-
êðûòûì ìíîæåñòâîì.) Òàê êàê

(
x(ik)j

) → xik

è
(
z(ik)j

) → zik
ïðè j → ∞, òî íàéäåòñÿ òàêîé

íîìåð lk, ÷òî x(ik)lk ∈ Vk, z(ik)lk ∈ Uk. Îáî-
çíà÷èì: yk = x(ik)lk , wk = z(ik)lk . Òîãäà èìååì
äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: (yk ∈ Vk) è (wk ∈ Uk) ,
ñõîäÿùèåñÿ ê x è z ñîîòâåòñòâåííî. Îñòàåòñÿ çà-
ìåòèòü,÷òî yk ∈ G − {x} è wk ∈ F (yk) ïðè âñåõ
k = 1, 2, .... Íà îñíîâàíèè ëåììû 2(à) çàêëþ÷à-
åì, ÷òî z ∈ FG (x) . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðå-
ìû 4. Åñëè â êàæäîé òî÷êå x ∈ Gd ñóùåñòâóåò
ïðåäåë ì.î. F : X → Y, òî

(ltGF )Gd(x) ⊂ ltGF (x).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ
îïèðàåòñÿ íà îáîáùåííóþ òåîðåìó Áîëüöàíî-
Âåéåðøòðàññà ([1], ñ. 348): ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿ-
þùåãî âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, ñîäåðæèò ñõî-
äÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ïðåäåë êîòî-
ðîé ìîæåò áûòü ïóñòûì ìíîæåñòâîì).

Òåîðåìà 5. Åñëè ïðîñòðàíñòâî Y óäîâëåòâî-
ðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, òî

FG (x) =
⋂

A∈<′
ltAF (x),

FG (x) =
⋃

A∈<′
ltAF (x),

ãäå <′ - ìíîæåñòâî ñõîäÿùèõñÿ ê x ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé A = (xi ∈ G− {x}) , äëÿ êîòîðûõ ñó-
ùåñòâóåò ïðåäåë ltÃF (x).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû 2, ãäå âìåñòî ìíîæåñòâà < íàäî ðàñ-
ñìîòðåòü ìíîæåñòâî <′, âìåñòî <G(x) � ìíîæå-
ñòâî < âñåâîçìîæíûõ ñõîäÿùèõñÿ ê x ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé A = (xi ∈ G − {x}), â êà÷åñòâå
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<̃ ïðèíÿòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ã = (xi ∈ A− {x}), îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåìûõ
(â ñèëó îáîáùåííîé òåîðåìû Áîëüöàíî- Âåéåð-

øòðàññà) âñåâîçìîæíûì ñõîäÿùèìñÿ ê x ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòÿìA ∈ <, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò
ïðåäåëû ltÃF (x); âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 2.
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ÓÄÊ 514.765

À.Å. Ðàêîâ

ÏÅÐÅ×ÈÑËÅÍÈÅ ÌÍÎÃÎÃÐÀÍÍÈÊÎÂ

Öåíòðàëüíîé ïðîáëåìîé â êîìáèíàòîðíîé
òåîðèè ìíîãîãðàííèêîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ïå-
ðå÷èñëåíèÿ è êëàññèôèêàöèè ìíîãîãðàííèêîâ ñ
çàäàííîé ñòðóêòóðîé åãî ãðàíåé. Ëåîíàðä Ýé-
ëåð ðåøèë ðÿä çàäà÷ ïåðå÷èñëåíèÿ äëÿ íåêî-
òîðûõ òèïîâ òðèàíãóëèðîâàííûõ ìíîãîãðàííè-
êîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ïëîñêîñòè, íî âñ¼ æå ñó-
ùåñòâåííûå øàãè â òåîðèè ïåðå÷èñëåíèÿ ìíîãî-
ãðàííèêîâ åùå íå ñäåëàíû. Èç-çà èõ ìíîãî÷èñ-
ëåííûõ ïðèëîæåíèé îñíîâíûå óñèëèÿ íàïðàâëå-

íû íà ïåðå÷èñëåíèå 3 - ìåðíûõ ìíîãîãðàííè-
êîâ ñ äàííûì ÷èñëîì âåðøèí. Ïåðå÷èñëåíèåì
3 - ìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ çàíèìàëèñü Øòåé-
íåð, Êèðêìàí, Áðþêíåð è äð. Áëàãîäàðÿ òåîðåìå
Øòåéíèöà ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïåðå-
÷èñëåíèÿ òðåõñâÿçíûõ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Îä-
íàêî è â ýòîì ñëó÷àå ïðîáëåìà ïîëíîñòüþ íå ðå-
øåíà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî d â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ïåðå÷èñëåíû òîëüêî d - ìåðíûå ìíîãîãðàííèêè
ñ ÷èñëîì âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿùèì d+ 3. [1]

Òàáëèöà 1

×èñëà êîìáèíàòîðíî ðàçëè÷íûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ äàííûìè ÷èñëàìè âåðøèí è
ãðàíåé.

*ïðèáëèæåííûå ÷èñëà.

Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ÝÂÌ áûëè ðàçðàáîòàíû
è îïðîáîâàíû ðàçëè÷íûå ïåðåáîðíûå àëãîðèò-
ìû äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ ñ äàííûì
÷èñëîì âåðøèí è ãðàíåé. Íî èç-çà áîëüøèõ çà-
òðàò âðåìåíè íà âû÷èñëåíèå - òî÷íûå ðåçóëüòà-
òû áûëè óñòàíîâëåíû òîëüêî äëÿ îòíîñèòåëüíî
íåáîëüøîãî ÷èñëà âåðøèí è ãðàíåé. Ïîñëåäíèå
èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáëè-
öå 1.

Ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ íàéòè çíà÷è-
òåëüíî áîëåå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ïåðå÷èñëå-
íèÿ ìíîãîãðàííèêîâ, ÷òîáû, èñïîëüçóÿ åãî ïðî-

âåðèòü äàííûå, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè äðóãèõ
àëãîðèòìîâ è ðàñøèðèòü òàáëèöó. Òàêæå ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ íàéòè âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæ-
íîñòü ïðîáëåìû, òî åñòü îöåíèòü íàèìåíüøåå
÷èñëî øàãîâ, òðåáóåìûõ äëÿ ïåðåáîðà ìíîãî-
ãðàííèêîâ ïðè áîëüøîì ÷èñëå âåðøèí. Ëèíèàë
íåäàâíî ïîêàçàë, ÷òî òàêèå ïðîáëåìû NP ïîë-
íû. Êðîìå ìåòîäîâ ïðÿìîãî ïåðå÷èñëåíèÿ ìíî-
ãîãðàííèêîâ, ñóùåñòâóþò àñèìïòîòè÷åñêèå ôîð-
ìóëû, äàþùèå ïðèáëèæåííîå ÷èñëî ìíîãîãðàí-
íèêîâ.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðå-
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ìû òåîðèè âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ è íåîáõî-
äèìûå ôàêòû èç òåîðèè ãðàôîâ. Îäíîé èç âàæ-
íåéøèõ òåîðåì îáùåé òåîðèè âûïóêëûõ ìíîãî-
ãðàííèêîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ïîâåðõíîñòè,
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ýéëåðà (1758): ÷èñëî âåðøèí
ìèíóñ ÷èñëî ð¼áåð ïëþñ ÷èñëî ãðàíåé âûïóêëîãî
ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíî äâóì, òî åñòü p−q+r = 2.

Ãðàôîì G ìíîãîãðàííèêà íàçûâàþò ïàðó
(B,P ) , ñîñòîÿùóþ èç ìíîæåñòâà âåðøèí è ìíî-
æåñòâà ðåáåð ìíîãîãðàííèêà. Ãðàô d - ìíîãî-
ãðàííèêà íàçûâàåòñÿ d - ïîëèýäðàëüíûì.

Ãðàôû ìíîãîãðàííèêîâ îáëàäàþò ìíîãèìè
èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè; ïðè èõ èçó÷åíèè âîç-
íèêàåò áîëüøîå ÷èñëî çàäà÷, ïðåäñòàâëÿþùèõ
èíòåðåñ íå òîëüêî äëÿ òåîðèè ãðàôîâ, êîìáèíà-
òîðèêè, òîïîëîãèè è ãåîìåòðèè, íî è äëÿ òåîðèè
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ãðàô d - ñâÿçåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïîäãðàô, ïîëó÷åííûé èç äàííîãî ãðàôà óäàëå-
íèåì ëþáûõ d− 1 âåðøèí, ñâÿçåí. Ãðàô d - ìíî-
ãîãðàííèêà d - ñâÿçåí. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïëàíàð-
íûì, åñëè åãî ìîæíî óëîæèòü íà ïëîñêîñòè òàê,
÷òîáû íèêàêèå äâà åãî ðåáðà íå ïåðåñåêàëèñü.

Òåîðåìà Øòåéíèöà: ãðàô ÿâëÿåòñÿ 3 -
ïîëèýäðàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îí ïëàíàðåí è òðåõñâÿçåí. Çíà÷åíèå òåîðåìû
Øòåéíèöà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà ïîçâîëÿ-
åò èçó÷åíèå 3 -ìíîãîãðàííèêîâ çàìåíÿòü èññëå-
äîâàíèåì òðåõñâÿçíûõ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. [1]

Ìàêñèìàëüíûì ïëàíàðíûì ãðàôîì íàçûâà-
åòñÿ ãðàô, êîòîðûé ïðè äîáàâëåíèè ëþáîãî ðåá-
ðà ïåðåñòàåò áûòü ïëàíàðíûì. Óèòíè äîêàçàë,
÷òî êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ïëàíàðíûé ãðàô,
èìåþùèé áîëåå ÷åòûð¼õ âåðøèí, òðåõñâÿçåí. Èç
ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ïëà-
íàðíûé ãðàô, ñîäåðæàùèé, ïî êðàéíåé ìåðå, ÷å-
òûðå âåðøèíû, ÿâëÿåòñÿ 3 - ïîëèýäðàëüíûì. Èç

òåîðåìû Ýéëåðà è îïðåäåëåíèÿ ïëàíàðíîãî ãðà-
ôà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñâÿçíîãî ïëàíàðíîãî (B,P )
- ãðàôà q ≤ 3 · p− 6 ïðè p ≥ 3, ðàâåíñòâî âûïîë-
íÿåòñÿ â ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîãî ïëîñêîãî ãðàôà.

Ðàññìîòðèì äðóãîé âàðèàíò òåîðåìû Øòåé-
íèöà (1917): ñóùåñòâóåò âûïóêëûé ìíîãîãðàí-
íèê ñ ëþáîé íàïåð¼ä çàäàííîé ñåòêîé. Ïðè ýòîì
ñåòêîé âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà íàçûâàþò ñåò-
êó, ñîñòàâëåííóþ åãî ð¼áðàìè (ïðèìå÷àíèå: ñåò-
êà ìíîãîãðàííèêà - ýòî è åñòü ãðàô ìíîãîãðàí-
íèêà). Äâà ìíîãîãðàííèêà ïðèíàäëåæàò îäíîìó
è òîìó æå òèïó, åñëè òèïîëîãè÷åñêè òîæäåñòâåí-
íû ñåòêè èõ ð¼áåð, òî åñòü åñëè îäèí èç íèõ îò-
ëè÷àåòñÿ îò äðóãîãî ëèøü äëèíîé ñâîèõ ð¼áåð è
âåëè÷èíîé óãëîâ ìåæäó íèìè. Ñåòêó ð¼áåð âû-
ïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ìîæíî ñïðîåêòèðîâàòü
íà ïëîñêîñòü èç âíåøíåé òî÷êè, âåñüìà áëèçêîé
ê âíóòðåííåé òî÷êå êàêîé-íèáóäü åãî ãðàíè. Ñà-
ìà ýòà ãðàíü ïðîåêòèðóåòñÿ òîãäà â âèäå âíåø-
íåãî âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà, à âñå îñòàëü-
íûå - â âèäå ìàëûõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíè-
êîâ, êîòîðûå åãî çàïîëíÿþò, íå íàëåãàÿ äðóã íà
äðóãà, è ñìåæíû äðóã ñ äðóãîì öåëûìè ñòîðî-
íàìè. Òèï ñåòêè ð¼áåð ìíîãîãðàííèêà ïðè òà-
êîì ïðîåêòèðîâàíèè íå ìåíÿåòñÿ. ×èñëî m òè-
ïîâ ìíîãîãðàííèêîâ ñ äàííûì ÷èñëîì n ãðàíåé
îãðàíè÷åíî, à èìåííî: åñëè n = 4, 5, 6, 7, 8, . . . , òî
m = 1, 2, 7, 34, 257, . . . . (ñì. íèæíþþ ñòðî÷êó â
òàáëèöå 1) [2]

Åñëè èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèÿ òåîðèè ãðàôîâ,
òî ìîæíî ñêàçàòü ÷òî äâà ìíîãîãðàííèêà ïðè-
íàäëåæàò ê îäíîìó òèïó, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èõ ãðàôû èçîìîðôíû. Íà ðèñóíêå 1 ïðåä-
ñòàâëåíû äâà ìíîãîãðàííèêà ñ 6 âåðøèíàìè, 12
ð¼áðàìè, è 8 ãðàíÿìè, êîòîðûå íå êîìáèíàòîð-
íî ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü ïðèíàäëåæàò ðàçíûì
òèïàì.

Ðèñóíîê 1
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Êàæäîìó ìíîãîãðàííèêó ìîæíî îäíîçíà÷íî
ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé
(p, q, r) â ïðîñòðàíñòâå èëè òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé
(p, q) íà ïëîñêîñòè. Ïðè òàêîì ñîîòâåòñòâèè âñå
îáðàçû ìíîãîãðàííèêîâ áóäóò ëåæàòü íà îäíîé

ïëîñêîñòè (ñì. ðèñóíîê 2) çàäàííîé óðàâíåíèåì
p− q+ r− 2 = 0. Êðîìå òîãî, îáðàçû ìíîãîãðàí-
íèêîâ íàõîäÿòñÿ â ÷àñòè ïëîñêîñòè çàêëþ÷åííîé
ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè (ñì. ðèñóíîê 3).

Ðèñóíîê 2 Ðèñóíîê 3

Òåîðåìà Øòåéíèöà ïîçâîëÿåò èçó÷åíèå
3 - ìíîãîãðàííèêîâ çàìåíèòü èññëåäîâàíèåì
òðåõñâÿçíûõ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Ïîýòîìó äëÿ
ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ òèïîâ ìíîãîãðàííèêîâ ñ äàí-
íûì ÷èñëîì âåðøèí, äîñòàòî÷íî íàéòè âñå
íåèçîìîðôíûå, òð¼õñâÿçíûå, ïëàíàðíûå ãðàôû
ñ ýòèì ÷èñëîì âåðøèí. Ïîëüçóÿñü ýòèìè ïðà-
âèëàìè, áûë ñîñòàâëåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ
âñåõ ãðàôîâ çàäàþùèõ ìíîãîãðàííèêè ñ äàííûì
÷èñëîì âåðøèí. Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå
êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè Maple, äëÿ ãðàôîâ
ñ 4, 5, 6, 7, 8 - âåðøèíàìè. Ïðîâåä¼ííûå ðàñ÷¼-
òû ïîëíîñòüþ ñîâïàëè ñ èçâåñòíûìè äàííûìè.
Ñóòü àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì, îð-
ãàíèçóåòñÿ ïîëíûé ïåðåáîð ìàòðèö ñìåæíîñòè
(èëè Êèðõãîôà) çàäàííîãî ïîðÿäêà, ñðåäè íèõ
âûáèðàþòñÿ òå, êîòîðûå çàäàþò òð¼õñâÿçíûå è
ïëàíàðíûå ãðàôû. Òð¼õñâÿçíîñòü ãðàôà ïðîâå-
ðÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ, à ïëàíàðíîñòü - ïðîâå-
ðÿåòñÿ ñ âñòðîåííîé ôóíêöèåé isplanar ïàêåòà
Maple. Ïðè òàêîì ïîäõîäå íàèáîëåå ñëîæíîé
çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îòáîðà íåèçîìîðôíûõ
ãðàôîâ óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òð¼õñâÿç-
íîñòè è ïëàíàðíîñòè. Èçîìîðôíîñòü ãðàôîâ
ïðîâåðÿåòñÿ íà îñíîâå âûäâèíóòîé ãèïîòåçû:
äâà ïëîñêèõ, òð¼õñâÿçíûõ ãðàôà ÿâëÿþòñÿ èçî-
ìîðôíûìè, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìå-
þò îäèíàêîâûå ñòåïåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è
îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ. Êàê
èçâåñòíî, àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ âñåõ ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû Êèðõãîôà ðàâíû ìåæäó ñîáîé
è ðàâíû êîëè÷åñòâó îñòîâíûõ äåðåâüåâ ãðàôà
(ìàòðè÷íàÿ òåîðåìà Êèðõãîôà). Ïîýòîìó äëÿ
ïîäñ÷¼òà êîëè÷åñòâà îñòîâíûõ äåðåâüåâ ãðàôà

äîñòàòî÷íî íàéòè, íàïðèìåð, àëãåáðàè÷åñêîå äî-
ïîëíåíèå ýëåìåíòà ñòîÿùåãî â ïåðâîé ñòðîêå è
ïåðâîì ñòîëáöå. Íèæå ïðèâåäåíû ñòåïåííûå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè è êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðå-
âüåâ äëÿ íåèçîìîðôíûõ ãðàôîâ ìíîãîãðàííèêîâ
ñ 4, 5, 6, 7 - âåðøèíàìè. Ñòåïåíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïèñîê â êîòîðîì
ýëåìåíò â i - ïîçèöèè ðàâåí êîëè÷åñòâó âåðøèí
ãðàôà ñòåïåíè i.

1) [0, 0, 4] 16

1) [0, 0, 2, 3] 75
2) [0, 0, 4, 1] 45

1) [0, 0, 2, 2, 2] 336
2) [0, 0, 3, 2, 1] 209
3) [0, 0, 5, 0, 1] 121
4) [0, 0, 0, 6, 0] 384
5) [0, 0, 2, 4, 0] 224
6) [0, 0, 4, 2, 0] 130
7) [0, 0, 6, 0, 0] 75

1) [0, 0, 2, 3, 0, 2] 1463
2) [0, 0, 3, 0, 3, 1] 1445
3) [0, 0, 2, 2, 2, 1] 1488
4) [0, 0, 3, 2, 1, 1] 928
5) [0, 0, 3, 2, 1, 1] 935
6) [0, 0, 2, 4, 0, 1] 960
7) [0, 0, 4, 2, 0, 1] 560
8) [0, 0, 4, 2, 0, 1] 576
9) [0, 0, 6, 0, 0, 1] 320
10) [0, 0, 3, 1, 3, 0] 943
11) [0, 0, 1, 3, 3, 0] 1682
12) [0, 0, 3, 1, 3, 0] 986
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13) [0, 0, 2, 3, 2, 0] 1015
14) [0, 0, 4, 2, 1, 0] 593
15) [0, 0, 4, 2, 1, 0] 585
16) [0, 0, 3, 3, 1, 0] 608
17) [0, 0, 0, 5, 2, 0] 1805
18) [0, 0, 1, 5, 1, 0] 1102
19) [0, 0, 3, 3, 1, 0] 615
20) [0, 0, 2, 3, 2, 0] 1045
21) [0, 0, 3, 3, 1, 0] 644
22) [0, 0, 3, 3, 1, 0] 633
23) [0, 0, 5, 1, 1, 0] 368
24) [0, 0, 3, 3, 1, 0] 638
25) [0, 0, 5, 1, 1, 0] 353
26) [0, 0, 4, 3, 0, 0] 361
27) [0, 0, 2, 5, 0, 0] 672
28) [0, 0, 4, 3, 0, 0] 392
29) [0, 0, 2, 5, 0, 0] 663
30) [0, 0, 4, 3, 0, 0] 368
31) [0, 0, 4, 3, 0, 0] 386

32) [0, 0, 4, 3, 0, 0] 377

33) [0, 0, 6, 1, 0, 0] 209

34) [0, 0, 6, 1, 0, 0] 224

Äàëüíåéøåå èñïîëüçîâàíèå ïàêåòà Maple äëÿ
ïåðå÷èñëåíèÿ òð¼õñâÿçíûõ, ïëàíàðíûõ ãðàôîâ
ñ áîëåå ÷åì âîñüìüþ âåðøèíàìè íå öåëåñîîá-
ðàçíî èç-çà áîëüøèõ çàòðàò âðåìåíè íà ðàáîòó
ïðîãðàììû, òàê êàê ïàêåò Maple âñå âû÷èñëå-
íèÿ ïðîâîäèò â ñèìâîëüíîì âèäå. Ïîýòîìó äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðåáîðà íåîáõîäèìî íàïèñàòü
ïðîãðàììó, ðåàëèçóþùóþ àëãîðèòì ïåðåáîðà íà
êàêîì-íèáóäü ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàïðè-
ìåð Turbo Pascal, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì âû÷èñ-
ëåíèÿ áóäóò ïðîèñõîäèòü ãîðàçäî áûñòðåå. Ïðè
ýòîì âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû íàïðÿìóþ áó-
äåò çàâèñåòü îò ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ îïðåäå-
ëåíèÿ ïëàíàðíîñòè è èçîìîðôíîñòè ïåðåáèðàå-
ìûõ ãðàôîâ.

Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê

1. Åìåëè÷åâ Â.À., Êîâàëåâ Ì.Ì., Êðàâöîâ
Ì.Ê. Ìíîãîãðàííèêè, ãðàôû, îïòèìèçà-
öèÿ (êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ìíîãîãðàííè-
êîâ). Ì.: Íàóêà. Ãëàâíàÿ ðåäàêöèÿ ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, 1981. 344 ñ.

2. Ìàòåìàòèêà: Ýíöèêëîïåäèÿ / Ïîä ðåä. Þ.Â.
Ïðîõîðîâà. Ì.: áîëüøàÿ Ðîññèéñêàÿ ýíöèê-
ëîïåäèÿ, 2003. 845 ñ.

44



Å.Ä. Ðîäèîíîâ, Â.Â. Ñëàâñêèé. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû...

ÓÄÊ 514.765

Å.Ä. Ðîäèîíîâ, Â.Â. Ñëàâñêèé1

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ
ÍÀ ÃÐÓÏÏÅ ÃÅÉÇÅÍÁÅÐÃÀ

1

1. Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðà-
áîò [1], [2], è â íåé èññëåäóþòñÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûå îïåðàòîðû ãðàäèåíòà è Ëàïëàñà íà ãðóï-
ïå Ãåéçåíáåðãà ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé
ìåòðèêîé.

2. Ëåâîèíâàðèàíòíûå ìåòðèêè íà

ãðóïïàõ Ëè

Â ïîñëåäóþùèõ ÷àñòÿõ ìû áóäåì ïðèäåðæè-
âàòüñÿ òðàäèöèîííûõ îáîçíà÷åíèé, âûáðàííûõ
äëÿ ãðóïï è àëãåáð Ëè.

Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè, {g, [·, ·]} � ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ àëãåáðà Ëè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈·, ·〉 � ëåâî-
èíâàðèàíòíóþ (ïñåâäî)ðèìàíîâó ìåòðèêó íà G.
Òîãäà (ïñåâäî)ðèìàíîâà ñâÿçíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

2 〈∇XY, Z〉 = X 〈Y, Z〉 + Y 〈X,Z〉 − Z 〈X,Y 〉+

+ 〈[X,Y ] , Z〉 + 〈[Z,X, ] , Y 〉 + 〈X, [Z, Y ]〉 .
Äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X,Y, Z
ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ ðàâíû íóëþ, ïîýòîìó

2 〈∇XY, Z〉 = 〈[X,Y ] , Z〉+〈[Z,X ] , Y 〉+〈X, [Z, Y ]〉 .

Â ñèëó òîãî, ÷òî ∇ � ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà,
èìååì

[X,Y ] = ∇XY −∇YX.

Ïóñòü {E1, E2, . . . , En} � ëåâîèíâàðèàíòíûå âåê-
òîðíûå ïîëÿ íà ãðóïïå Ëè. Ïîëîæèì

[Ei, Ej ] = Ck
ijEk, 〈Ei, Ej〉 = gij ,

ãäå
{
Ck

ij

}
� ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Ëè,

{gij} � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð.
Ïóñòü Cijs = Ck

ijgks, òîãäà ñèìâîëû Êðè-
ñòîôôåëÿ âòîðîãî ðîäà âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìó-
ëàì

Γij,k =
1
2

(Cijk − Cjki + Ckij) .

Ñîîòâåòñòâåííî, ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ïåðâîãî
ðîäà èìåþò âèä

Γs
ij = Γij,kg

ks,

ãäå
∥∥gks

∥∥ � ìàòðèöà îáðàòíàÿ ê ‖gij‖. Òåíçîð Ðè-
ìàíà â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

Rijkt = Cs
ijΓsk,t − Γs

jkΓis,t + Γs
ikΓjs,t,

à òåíçîð Ðè÷÷è è ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ñîîòâåò-
ñòâåííî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

Rik = Rijktg
jk, R = Rikg

ik.

3. Àíàëèç íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà ñ

ëåâîèíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé

Ïóñòü G = G5 � ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà òðå-
óãîëüíûõ ìàòðèö âèäà

G =




1 0 0 0
a2,1 1 0 0
a3,1 0 1 0
a4,1 a4,2 a4,3 1

 : ai,j ∈ R

 . (1)

Àëãåáðà Ëè g ãðóïïû G åñòü ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà
Ëè âèäà

g =




0 0 0 0
t4 0 0 0
t2 0 0 0
t1 t3 t5 0

 : ti ∈ R

 .

Âûáåðåì áàçèñ g ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 , E2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 ,

E3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0

 E4 =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

E5 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

 .
Íèæíèé öåíòðàëüíûé ðÿä àëãåáðû g ñîñòîèò

èç èäåàëîâ g1 ⊂ g0 = g, ãäå g1 = [g, g] = {E1} �

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî âåäóùèì íàó÷íûì øêîëàì ÐÔ (ÍØ 311.2003.1).
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Âåñòíèê ÁÃÏÓ: Åñòåñòâåííûå è òî÷íûå íàóêè

êîììóòàòîð, àëãåáðà g - îäíîñòóïåí÷àòàÿ íèëü-
ïîòåíòíàÿ, öåíòð àëãåáðû g ïîðîæäàåòñÿ âåêòî-
ðîì E1.

Ïóñòü íà àëãåáðå g çàäàíà ëîðåíöåâà ìåòðè-
êà, ò.å. ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈·, ·〉 ñèãíàòóðû
1. Ìíîæåñòâî âðåìåíèïîäîáíûõ âåêòîðîâ, íà-
ïðàâëåííûõ â áóäóùåå, îáðàçóåò îòêðûòûé âû-
ïóêëûé êîíóñ C+ ⊂ g.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëå-

âîèíâàðèàíòíàÿ ëîðåíöåâà ìåòðèêà íà íèëü-

ïîòåíòíîé ãðóïïå G5 ïðèíàäëåæèò êëàññó

C+, åñëè öåíòð ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè

ñòðîãî ëåæèò â èçîòðîïíîì êîíóñå ìåòðèêè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íà ãðóïïå G5 çàäàíà ëå-

âîèíâàðèàíòíàÿ ëîðåíöåâà ìåòðèêà êëàññà C+,

òîãäà â àëãåáðå Ëè g ñóùåñòâóåò îðòîíîðìè-

ðîâàííûé áàçèñ {V ′
1 , V

′
2 , V

′
3 , V

′
4 , V

′
5} òàêîé, ÷òî

〈V ′
1 , V

′
1〉 = −1, 〈V ′

2 , V
′
2〉 = 〈V ′

3 , V
′
3〉 = . . . = 1,〈

V ′
i , V

′
j

〉
= 0, i 6= j,

ïðè÷åì

{V ′
1 , . . . , V

′
i } = {E1, . . . , Ei} , i = 1, 2, . . . , 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì èñêîìûé áàçèñ ïó-
òåì îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàììà-Øìèäòà ñèñòå-
ìû âåêòîðîâ {E1, E2, E3, E4, E5} îòíîñèòåëü-
íî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ëîðåíöåâîé ìåòðèêå. Ïî èíäóêöèè ñòðîèòñÿ
{U1, U2, U3, U4, U5} � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà âåê-
òîðîâ òàêàÿ, ÷òî

U1 = E1,

U2 = E2 + x2,1U1,

. . . = . . .

U5 = E5 + x5,1U1 + x5,2U2 + x5,3U3 + x5,4U4.

Àëãîðèòì ïðîéäåò, åñëè íà êàæäîì øàãå âåêòîð

Ui íå áóäåò èçîòðîïíûì. Âåðíû ðàâåíñòâà:

〈U1, U1〉 = 〈E1, E1〉,
〈U2, U2〉 = 〈E1∧E2,E1∧E2〉

〈E1,E1〉 ,

〈U3, U3〉 = 〈E1∧E2∧E3,E1∧E2∧E3〉
〈E1∧E2,E1∧E2〉 , è ò. ä.,

ãäå 〈E1 ∧ . . . ∧ Ei, E1 ∧ . . . ∧Ei〉 � îïðåäåëèòåëü
Ãðàììà ñèñòåìû âåêòîðîâ {E1, . . . , Ei} . Ïëîñ-
êîñòü, íàòÿíóòàÿ íà âåêòîðû {E1, . . . , Ei} ,
èìååò ðàçìåðíîñòü i è òðàíñâåðñàëüíî ïåðå-
ñåêàåò êîíóñ C+ (íå êàñàåòñÿ åãî), ïîýòî-
ìó äëÿ ëþáîãî i > 1 âåðíî íåðàâåíñòâî
〈E1 ∧ . . . ∧ Ei, E1 ∧ . . . ∧ Ei〉 < 0. Äåéñòâèòåëü-
íî, ðàâåíñòâî íóëþ ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ îçíà÷àëî
áû, ÷òî ñóæåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 〈·, ·〉
íà ïëîñêîñòü {E1, . . . , Ei} âûðîæäåíî, ò.å. ñóùå-
ñòâîâàë áû âåêòîð u ∈ {E1, . . . , Ei} òàêîé, ÷òî

〈u,w〉 = 0, ∀w ∈ {E1, . . . , Ei} ,

ñëåäîâàòåëüíî, 〈u, u〉 = 0, à {E1, . . . , Ei} ñîäåð-
æàëîñü áû â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê èçîòðîï-
íîìó êîíóñó â òî÷êå u � ïðîòèâîðå÷èå.

Èç äàííîé òåîðåìû ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè
ïîëó÷àåòñÿ
Òåîðåìà 2. Ïóñòü {V ′

1 , V
′
2 , V

′
3 , V

′
4 , V

′
5} � îð-

òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ïîñòðîåííûé ñîãëàñíî

ïðåäûäóùåé òåîðåìå. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåí-

ñòâà:

[V ′
1 , V

′
i ] = 0, ∀ i ∈ {1, . . . , 5},

[V ′
2 , V

′
5 ] = µ′

1V
′
1 , [V ′

2 , V
′
i ] = 0, ∀ i ∈ {3, 4},

[V ′
3 , V

′
4 ] = µ′

2V
′
1 , [V ′

3 , V
′
5 ] = µ′

3V
′
1 ,

[V ′
4 , V

′
5 ] = µ′

4V
′
1 ,

(2)

ãäå µi ∈ R, i = 1, . . . , 4, ñòðóêòóðíûå êîíñòàí-
òû àëãåáðû Ëè. Îáðàòíî, åñëè äàíî âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 5 è äëÿ áàçèñíûõ

âåêòîðîâ îïðåäåëåíà ñêîáêà Ëè ñ ïîìîùüþ óêà-

çàííûõ ôîðìóë, òî ïðè óñëîâèè µ′
1 6= 0, µ′

2 6= 0,
ýòà àëãåáðà èçîìîðôíà àëãåáðå Ëè ãðóïïû G5.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè ëþáîì âûáîðå êîíñòàíò

µ′
i, i = 1, . . . , 4 ôîðìóëû (2) îïðåäåëÿþò 5-

ìåðíóþ àëãåáðó Ëè. Àëãåáðû Ëè, çàäàííûå ôîð-

ìóëàìè (2), áåç òðåáîâàíèÿ µ′
1 6= 0, µ′

2 6= 0, áó-
äåì íàçûâàòü àëãåáðàìè Ëè ãðóïï Ëè òèïà G5

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû Ìèëíîðà [3] äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ òåíçîðà Ðè÷÷è â ïîñòðîåííîì áàçèñå, ïî-
ëó÷èì (4):

Ric =
5
4



µ′
1
2 + µ′

3
2 + µ′

4
2 0 0 0 0

0 3µ′
1
2 3µ′

1µ
′
3 3µ′

1µ
′
4 0

0 3µ′
1µ

′
3 3µ′

3
2 3µ′

3µ
′
4 0

0 3µ′
1µ

′
4 3µ′

3µ
′
4 3µ′

4
2 0

0 0 0 0 0


(3)
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Å.Ä. Ðîäèîíîâ, Â.Â. Ñëàâñêèé. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû...

Ìàòðèöà Ric èìååò òðè ñîáñòâåííûõ ÷èñëà{
5l2

4 ,
15l2

4 , 0
}
, l2 = µ′

1
2+µ′2

3+µ′2
4, êðàòíîñòè ñîîò-

âåòñòâåííî {1, 1, 3}. Ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîé
ìàòðèöû 

1 0 0 0 0
0 µ′

1
l

µ′
3
l

µ′
4
l 0

0 −µ′
4

l1
0 µ′

1
l1

0

0 µ′
1µ′

3
ll1

−l1
l

µ′
4µ′

3
ll1

0
0 0 0 0 1


ãäå l21 = µ′2

1 + µ′2
4, ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ {V1, V2, . . . , V5} äëÿ êîòîðîãî ñòðóêòóðíûå
óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä

[V1, Vi] = 0, ∀ i ∈ {1, . . . , 5},
[V2, V3] = µ1V1, [V2, V4] = µ2V1, [V2, V5] = µ3V1,

[V3, V4] = µ4V1, [V3, V5] = 0, [V4, V5] = 0,

ãäå µ1 = µ′
1µ′

2µ′
3

ll1
, µ2 = µ′

2µ′
4

l1
, µ3 = l, µ4 = µ′

1µ′
2

l
ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Ëè â ýòîì áà-
çèñå, à òåíçîð êðèâèçíû Ðè÷÷è èìååò íàèáî-
ëåå ïðîñòîé âèä. Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [4] óêà-
çàíà êëàññèôèêàöèÿ ïÿòèìåðíûõ íèëüïîòåíò-
íûõ ìåòðè÷åñêèõ àëãåáð Ëè (ðèìàíîâ ñëó÷àé),
è ÷àñòü àëãåáð èç ýòîé ðàáîòû ñîâïàäàåò ñ àë-
ãåáðàìè âûøåóêàçàííîãî òèïà.

Ãðóïïà G5, êàê âèäíî èç (1), äèôôåîìîðôíà
R5. Äðóãàÿ âîçìîæíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ãðóïïû
G5 � ýòî ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

r(t) = Exp

(
5∑

i=1

tiVi

)
. (4)

Èñïîëüçóÿ äàííóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, ìîæíî ëþ-
áóþ ôóíêöèþ f : R5 → R ðàññìàòðèâàòü, êàê
ôóíêöèþ çàäàííóþ íà ãðóïïå G5. Õîðîøî èç-
âåñòíà ôîðìóëà äëÿ äèôôåðåíöèàëà ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ

d

dt
Exp(X + tY )

∣∣∣∣
t=0

=

= deLExp(X)

{
I − e− adX

adX
(Y )
}

= (5)

= deLExp(X)

{
Y − [X,Y ]

2!
+

[X, [X,Y ]]
3!

− . . .

}
Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè X = tiVi, òîãäà, òàê

êàê àëãåáðà îäíîñòóïåí÷àòàÿ, ïîëó÷èì ðàâåí-
ñòâî

∂r

∂tk
= deLExp(X)

{
Vk − [X,Vk]

2!

}
(6)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîðíûå ïîëÿ, çàäàí-
íûå íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå g = Te(G5) â
åäèíè÷íîé òî÷êå e ∈ G5 ôîðìóëàìè;

Uk(t) = Vk − [X,Vk]
2!

=

= Vk − ti[Vi, Vk]
2!

=

= F s
k (t)Vs,

(7)

ãäå k = 1, . . . 5, ìàòðèöà ||F s
k (t)|| � íèæíÿÿ òðå-

óãîëüíàÿ, íà äèàãîíàëè ñòîÿò 1, íèæå ïîëèíîìû
îò ti ñòåïåíè íå âûøå 1.

F =



1 0 0 0 0

− t3µ1+t4µ2+t5µ3
2 1 0 0 0

t2µ1−t4µ4
2 0 1 0 0

t2µ2+t3µ4
2 0 0 1 0

t2µ3
2 0 0 0 1


(8)

Àíàëîãè÷íûé âèä èìååò îáðàòíàÿ ìàòðè-
öà ||Gk

s (t)|| = ||F s
k (t)||−1. Îòñþäà ïîëó÷àåì,

÷òî ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ Ṽs =
deLExp(X)Vs è ãîëîíîìíûå âåêòîðíûå ïîëÿ

∂
∂tk =

deLExp(X)Us íà ìíîãîîáðàçèè G â òî÷êå t ñâÿçà-
íû ìåæäó ñîáîé ðàâåíñòâàìè

∂

∂tk
= F s

k (t)Ṽs, Ṽs = Gk
s(t)

∂

∂tk
, (9)

Äëÿ êðàòêîñòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè

σ(t1, . . . t5) áóäåì îáîçíà÷àòü êàê

∂σ

∂tk
= σk,

∂2σ

∂tr∂tk
= σkr .

Äëÿ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè
σ(t1, . . . t5) âäîëü âåêòîðíûõ ïîëåé Ṽs ââåäåì
îáîçíà÷åíèÿ:

∇Ṽs
(σ) = Ṽs(σ) = ∇sσ,

∇Ṽp
∇sσ = Ṽp(∇sσ) − Γr

sp∇rσ = ∇p∇sσ.

Äàííûå ïðîèçâîäíûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ðà-
âåíñòâàìè:

∇sσ = σkG
k
s ,

∇p∇sσ = σklG
k
sG

l
p+σk

(
Gl

p

∂Gk
s

∂tl
− Γr

spG
k
r

)
(10)

Â ÷àñòíîñòè, êâàäðàò ãðàäèåíòà è îïåðà-
òîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ôóíêöèè σ îòíîñèòåëü-
íî ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêè êëàññà C+ ðàâíû:

|∇σ|2 = σkσpG
p
tG

k
sg

ts,
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4σ = gsp

[
σklG

k
sG

l
p + σk

(
Gl

p

∂Gk
s

∂tl
− Γr

spG
k
r

)]
,

ãäå gts êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â áàçè-
ñå Ṽs. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê îáå ìàòðèöû ||Gl

p||p,l,

||∂Gk
s

∂tl ||s,k íèæíèå òðåóãîëüíûå è ó âòîðîé ìàòðè-
öû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò íóëè, òî

Gl
p

∂Gk
s

∂tl
gsp = 0.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Γr
spg

sp = 0
ïðè ëþáîì âûáîðå ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò {µi}.
Ñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèå Ëàïëàñà â äàííîì
ñëó÷àå ïðèìåò âèä

4σ = σklG
k
sG

l
pg

sp = f(t1, . . . , t5).

Çàìå÷àíèå 2. Ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì

σ(t1, . . . t5) 1-îé ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷å-

ñêîé ôóíêöèåé íà G.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì ôóíêöèþ σ(t1, . . . t5),
çàäàííóþ â ýêñïîíåíöèàëüíîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò {t1, . . . t5} èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà ãðàäèåíòà, åñëè ïðè ëþáîì âûáîðå

ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêè êëàññà C+ íà ãðóï-

ïå G5 ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

|∇σ|2 = σkσlG
k
sG

l
pg

sp =

= −σ2
1 + σ2

2 + σ2
3 + σ2

4 + σ2
5 . (11)

Îïðåäåëåíèå 3. Íàçîâåì ôóíêöèþ σ(t1, . . . t5),
çàäàííóþ â ýêñïîíåíöèàëüíîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò {t1, . . . t5} èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà Ëàïëàñà, åñëè ïðè ëþáîì âûáîðå ëå-

âîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêè êëàññà C+ íà ãðóïïå

G5 ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

4σ = σklG
k
sG

l
pg

sp =

= −σ11 + σ22 + σ33 + σ44 + σ55. (12)

Â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ ëèíåéíàÿ â ýêñïîíåíöèàëü-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ôóíêöèÿ � èíâàðèàíò-
íàÿ.

Òåîðåìà 3. Ôóíêöèÿ σ(t1, . . . t5) ÿâëÿåòñÿ èí-

âàðèàíòíîé íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà G5 îòíî-

ñèòåëüíî íàõîæäåíèÿ ãðàäèåíòà, åñëè óäîâëå-

òâîðÿåò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé:

σ5t2 − σ2t5 = 0,
σ3t4 − σ4t3 = 0,
σ5t3 − σ3t5 = 0,
σ5t4 − σ4t5 = 0.

(13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå |∇σ|2 =
σkσlG

k
sG

l
pg

sp åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ñòðóê-
òóðíûõ êîíñòàíò µi, ïîýòîìó, ïðèðàâíèâàÿ êî-
ýôôèöèåíòû ê íóëþ, ïîëó÷èì èñêîìûå óðàâíå-
íèÿ.

Ñëåäñòâèå. Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ âèäà

σ(t1, (t2)2+(t3)2+(t4)2+(t5)2) ÿâëÿåòñÿ èíâàðè-
àíòíîé îòíîñèòåëüíî íàõîæäåíèÿ ãðàäèåíòà.

Çàìå÷àíèå 3. Çàìåòèì, ÷òî ïî àíàëîãèè ñî

ñëó÷àåì ãðàäèåíòà, ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòå-

ìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé,

èíâàðèàíòíûõ íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà G5 îòíî-

ñèòåëüíî íàõîæäåíèÿ ëàïëàñèàíà.
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ÓÄÊ 514.765

À.Ñ. Ñèäîðîâ

ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÅ ÐÈÌÀÍÎÂÛ ÌÅÒÐÈÊÈ
ÝÉÍØÒÅÉÍÀ ÍÀ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÓÎËËÀ×À

Ðàññìîòðèì G/H− îäíîðîäíîå êîìïàêòíîå
ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëóïðîñòîé ãðóïïîé äâèæåíèé
G è ñâÿçíîé ïîäãðóïïîé H .×åðåç g è h îáîçíà-
÷èì àëãåáðû Ëè ãðóïï G è H ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü B(·, ·)− ôîðìà Êèëëèíãà àëãåáðû g. Îò-
ìåòèì, ÷òî 〈·, ·〉 = −B(·, ·) ÿâëÿåòñÿ áèèíâàðèàí-
òíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íà g.

Ðàññìîòðèì p−îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê
h â g îòíîñèòåëüíî 〈·, ·〉. Ïðîñòðàíñòâî G/H áó-
äåì íàçûâàòü îáîáùåííûì ïðîñòðàíñòâîì Óî-
ëëà÷à åñëè ìîäóëü p ïðåäñòàâèì â âèäå ïðÿ-
ìîé ñóììû òðåõ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ, îòíî-
ñèòåëüíî 〈·, ·〉, adh− èíâàðèàíòíûõ íåïðèâîäè-
ìûõ ìîäóëåé, ò.å:

p = p1 ⊕ p2 ⊕ p3, (1)

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì

[pi, pi] ⊂ h, [pi, pj ] ⊂ pk,

ãäå {i, j, k} ïåðåñòàíîâêà {1, 2, 3}.

Èçâåñòíî ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ ïðîñòðàíñòâ
ñ îïèñàííûì ñâîéñòâîì. Ê íèì îòíîñÿòñÿ,
íàïðèìåð, ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ SU(3)/ Tmax,
Sp (3)/ Sp (1)× Sp (1) × Sp (1), F4/ Spin(8). Âñå
ïðîñòðàíñòâà ñ äàííûì ñâîéñòâîì äîïóñêàþò
èíâàðèàíòíûå ðèìàíîâû ìåòðèêè ïîëîæèòåëü-
íîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû [2].

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî G/H òàêîå, ÷òî â ðàçëî-
æåíèè (1) âñå ìîäóëè pi ïîïàðíî íåèçîìîðôíû
îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ àëãåá-
ðû Ëè h íà p. Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî âñå
òàêèå ìåòðèêè ïàðàìåòðèçóþòñÿ ïàðîé ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë t è s, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå
óðàâíåíèé (2), ãäå ai− íåêîòîðûå ÷èñëà, óäîâëå-
òâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ

1
2
≥ a1 ≥ a2 ≥ a3 > 0.

Ñîãëàñíî ðàáîòå [1], ýòà ñèñòåìà âñåãäà èìååò, ïî
êðàéíåé ìåðå, îäíî ðåøåíèå.

{
−(a1 + a2)t2 + (a2 − a1)s2 + ts− s+ a1 + a2 = 0,

(a3 − a1)t2 − (a3 + a1)s2 + ts− t+ a1 + a3 = 0
(2)

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, óðàâíåíèÿ â
ñèñòåìå - ýòî óðàâíåíèÿ ãèïåðáîë â ïðÿìîóãîëü-

íîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ots, êîòîðûå
ìîãóò èìåòü äî ÷åòûðåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ.

–1

0

1

2

3

4

5

–1 1 2 3 4 5
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Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ñëó÷àé a1 =
1
2
. Â

ýòîì ñëó÷àå ãèïåðáîëû â ñèñòåìå (2) èìåþò ïà-
ðó ïàðàëëåëüíûõ àñèìïòîò, ñëåäîâàòåëüíî, òî-

÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íå áîëåå òðåõ. Ñëåäñòâèåì ñè-
ñòåìû (2) áóäåò óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè îòíî-
ñèòåëüíî ïåðåìåííîé t , ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà MAPLE:

–1

0

1

2

3

4

5

–1 1 2 3 4 5

(2 (a3 + a2)
2)t3 + (−2 (a3 + a2) (2 a3 a2+

+a3 + 1))t2 + (1/2 (2 a3 + 1)
(
2 a3 + 1 − 4 a2

2+

+2 a2))t+(1/4 (2 a2 − 1) (2 a2 + 1) (2 a3 + 1)2) = 0.

Ëèíåéíîé çàìåíîé ïðèâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê êà-
íîíè÷åñêîìó âèäó. Ïîëó÷èì:

A(a2, a3)t3 +B(a2, a3)t+ C(a2, a3) = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå
êîðíè, è èõ êîëè÷åñòâî îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî
èíâàðèàíòíûõ ìåòðèê Ýéíøòåéíà íà ïðîñòðàí-
ñòâå G/H . Èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî êîðíåé êó-
áè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì åãî
äèñêðèìèíàíòà

D =
4B3 + 27AC2

27A
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè D < 0 ïðîñòðàíñòâî G/H
èìååò òðè èíâàðèàíòíûå ìåòðèêè, ïðè D = 0
äâå, è ïðè D > 0 îäíó.
Ïðèìåð. Ïðîñòðàíñòâî îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû

SO(n1 + n2 + n3)/ SO(n1) × SO(n2) × SO(n3).

Â ýòîì ñëó÷àå

a1 =
n3

2(n1 + n2 + n3 − 2)
,

a2 =
n2

2(n1 + n2 + n3 − 2)
,

a3 =
n1

2(n1 + n2 + n3 − 2)
.

Ïóñòü n1 = n2 = 1, n3 = n.
Òîãäà, ñëåäñòâèåì ñèñòåìû (2) áóäåò êóáè÷åñêîå
óðàâíåíèå

216n6t3+
(
90n7 − 36n6 − 18n8 − 90n5 − 18n4

)
t−

−36n7−8n6+12n8+2n9+12n4+36n5−2n3 = 0

c äèñêðèìèíàíòîì

D = 108n7 (n− 1)2 (n+ 1)2
(
n2 − n− 1

)3
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî

SO(2 + n)/ SO(1) × SO(1) × SO(n),

ïðè n ≥ 2, äîïóñêàåò åäèíñòâåííóþ èíâàðèàíò-
íóþ ìåòðèêó Ýéíøòåéíà.

Ñëó÷àé a1 <
1
2
. Â ýòîì ñëó÷àå âñå àñèïòîòû

ãèïåðáîë (2)ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì, ñëåäî-
âàòåëüíî, êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ìîæåò
áûòü ðàâíî ÷åòûðåì. Ñëåäñòâèåì ñèñòåìû (2)
áóäåò óðàâíåíèå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè

A(a1, a2, a3)t4 +B(a1, a2, a3)t3 + C(a1, a2, a3)t2+

+D(a1, a2, a3)t+ E(a1, a2, a3) = 0.

ñ êîýôôèöèåíòîì A(a1, a2, a3) = (2a1 − 1)(2a1 +
+1)(a2 + a2)2 < 0. Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèÿ ÷åðåç F (a1, a2, a3, t).
Â ñëó÷àå, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
F (a1, a2, a3, t) èìååò òðè êîðíÿ, âîçìîæíû ñëåäó-
þùèå ñëó÷àÿ ãðàôèêà ôóíêöèè F (a1, a2, a3, t) :
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, , .

Êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû â êàæäîì ñëó-
÷àå ðàâíî ÷åòûðåì, òðåì è äâóì ñîîòâåòñòâåííî.
Èñïîëüçóÿ ïàêåò MAPLE (îïåðàöèÿ SOLVE())
ìîæíî íàéòè êîðíè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè
F (a1, a2, a3, t). Ïóñòü αi(a1, a2, a3)− ýòè êîðíè.
Èç ðèñóíêà ÿñíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñè-
ñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì âûðàæåíèÿ

F (a1, a2, a3, α1) · F (a1, a2, a3, α2)·
·F (a1, a2, a3, α3). (3)

Ïðèìåðû. Ïðîñòðàíñòâî SU(3)/ Tmax â êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Â ýòîì ñëó÷àå, âñå

ai =
1
6
. Ñëåäñòâèåì ñèñòåìû (2) ÿâëÿåòñÿ óðàâ-

íåíèå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè:

−8 t4 + 36 t3 − 56 t2 + 36 t− 8 = 0.

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè SOLVE óáåæäàåì-
ñÿ, ÷òî óðàâíåíèå èìååò ÷åòûðå êîðíÿ

{2,
1
2
,1,1}. Ðåøåíèåì ñèñòåìû (2) áóäóò ïàðû

{1,1},{1,2},{2,1},{
1
2
,
1
2
}, îïðåäåëÿþùèå ÷åòûðå

ìåòðèêè Ýéíøòåéíà.
Ïðîñòðàíñòâî îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû

SO(n1 + n2 + n3)/ SO(n1) × SO(n2) × SO(n3).

Ïîëîæèì n1 = n, n2 = n+ 1, n3 = n+ 2. Ñëåä-
ñòâèåì ñèñòåìû (2) áóäåò óðàâíåíèå :

F (n, t) = − (4n+ 3) (2n− 1) (1 + 2n)2 t4+2 (1+

+2n)
(
12n2 + 6n− 1

)
(3n+ 1) t3 + (−8 − 56n−

−200n2 − 360n3 − 224n4
)
t2 + 8 (n+ 1)

(
6n2 +

+4n+ 1) (3n+ 1) t−16n (1 + 2n) (n+ 1)2 = 0

Äèñêðèìèíàíò ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè F (n, t)
èìååò âèä:

− 16
27

(507 + 6427n+ 35008n2 + 105708n3+

+201703n4 +582618n6 +319915n5 +807076n8+

+ 922294n7 + 26880n12 + 31776n11 − 73728n10+

+211800n9+18688n14−7424n13) (4n+ 3)2 (2n−
−1)2 < 0,

è ïðîèçâîäíàÿ èìååò òðè êîðíÿ. Ãðàôèê ôóíê-
öèè (3) ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå.

–400000
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–200000

–100000

0
2 3 4 5

n
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Ïðè n = 1, 2, 3, 4 îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî
äîïóñêàåò íå áîëåå äâóõ ìåòðèê, ïðè n ≥ 5 ÷å-
òûðå ìåòðèêè.
Ïóñòü â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

Sp (n1 + n2 + n3)/ Sp (n1) × Sp (n2) × Sp (n3)

n1 = u, n2 = n3 = v. Òîãäà, ñëåäñòâèåì ñèñòåìû
(2) áóäåò óðàâíåíèå

−(t− 1)2 (v + u)·(v+u−2 t+2 u2+4 v2+6 uv+

+3 v3+5 u2v+7 uv2+u3−20 tuv+6 t2uv+7 t2uv2−
− 18 tuv2 − 10 tu2v+ 5 t2u2v+ t2v+ t2u+ 2 t2u2+

+4 t2v2+3 t2v3+t2u3−10 tv−6 tu−6 tu2−10 tv3−
− 16 tv2 − 2 tu3) = 0.

Äèñêðèìèíàíò ïðîèçâîäíîé ðàâåí

D(u, v) = − 4
27

(9 + 52 v+ 100 v2 + 66 v3 + 34 u+

+132 uv+130 uv2+41 u2+80 u2v+16 u3)·(v + 1+

+u)2 (v + u)2 (3 v + 1 + u)2
(
u2 + 2 u+ 1 + 4 uv+

+4 v + 2 uv2 + 4 v2 + 2 v3
)3
< 0

Çäåñü, äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè, èñïîëü-
çîâàíà êîìàíäà FACTOR().Òàêèì îáðàçîì,
óðàâíåíèå èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ (t = 1 êî-
ðåíü êðàòíîñòè äâà) è ïðîñòðàíñòâî äîïóñêàåò
òðè èíâàðèàíòíûå ìåòðèêè Ýéíøòåéíà.
Ïóñòü, òåïåðü ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
F (a1, a2, a3, t) èìååò îäèí èëè äâà êîðíÿ. Òîãäà,
âàðèàíòû äëÿ ãðàôèêà ôóíêöèè F (a1, a2, a3, t)
òàêèå:

Â êàæäîì ñëó÷àå âîçìîæíî ëèøü äâà êîðíÿ
ôóíêöèè F , ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùåå îä-
íîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî äîïóñêàåò íå áîëåå äâóõ
ìåòðèê Ýéíøòåéíà.
Ïîëîæèì â îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå

SO(n1 + n2 + n3)/ SO(n1) × SO(n2) × SO(n3)

n1 = n2 = n, n3 = kn. Ïóñòü D(n, k)− äèñ-
êðèìèíàíò ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè F (a1, a2, a3, t).
Ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè IMPLICITPLOT ïîñòðîèì
ãðàôèê íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè D(n, k) = 0.

2

4

6

8

10

k

3 4 5 6 7 8 9 10

n
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Âñÿ ïåðâàÿ ÷åòâåðòü ïëîñêîñòè nOk ðàçáèâà-
åòñÿ íà òðè ÷àñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ, äèñêðè-
ìèíàíò D(n, k) ñîõðàíÿåò ñâîé çíàê. Ñðåäíåé
îáëàñòè ñîîòâåòñòâóåò çíàê ¾+¿, äâóì îñòàëü-
íûì çíàê ¾-¿. Â ÷àñòíîñòè, âñå ïðîñòðàíñòâà
SO(2n+kn)/ SO(n)×SO(n)×SO(kn) äëÿ êîòî-

ðûõ òî÷êà (n, k) ïðèíàäëåæèò ñðåäíåé îáëàñòè,
äîïóñêàþò íå áîëåå äâóõ ìåòðèê Ýéíøòåéíà.
Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå D(n, k) = 0 íå èìååò ðå-
øåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, ò. å. ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè F (a1, a2, a3, t) íå ìîæåò èìåòü äâà êîð-
íÿ.

Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê
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ÓÄÊ 519.213

Ñ.Â. ×åáîòàðåâ, Ã.À. ×åáîòàðåâà

Î ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÑÓÌÌ
ÎÒ ÔÓÍÊÖÈÉ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ

Ìàòåðèàë ýòîé ñòàòüè ïðîäîëæàåò èññëåäî-
âàíèÿ, íà÷àòûå ðàíåå, ïðèìåíèòåëüíî ê ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòÿì ôóíêöèé îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
ðàññìàòðèâàåìûõ â [1].

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ξt∈In ∈ {−1, 1} è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôóíêöèé îò ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí {ft(ξt)}t∈In . Â êà÷åñòâå ôóíêöèé áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà
ft(ξt) = θt · ξt = πt, θt = θ 6= 0 ∀t ∈ In.

Ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèÿìè, äàííûìè â
[1], áóäåì ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πt∈In îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ωπ

n,
à ïðîñòðàíñòâî çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí -

Yn = {−θ, θ}n.
Äëÿ I = {t1, . . . , tm} îáîçíà÷èì ÷åðåç vI(θ, n)

ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

vI(θ, n) =
1
θ|I|

vI(n), (1)

ãäå vI(n) - íà÷àëüíûé ñìåøàííûé ìîìåíò ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ξt1 , . . . , ξtm ïîðÿäêà |I|, ∀I ⊂ In,
îïðåäåëåííûé â [1]. Ýòó âåëè÷èíó, ïî àíàëîãèè ñ
[1], áóäåì íàçûâàòü íà÷àëüíûì ñìåøàííûì ìî-
ìåíòîì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí πt1 , . . . , πtm ïîðÿä-
êà |I|. Ïîÿâëåíèå êîýôôèöèåíòà â ôîðìóëå (1)
ñâÿçàíî ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ôóíêöèÿ îò
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íå äîëæíà ìåíÿòü âåðîÿòíî-
ñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáûòèé. Ïðè òàêîì âûáî-
ðå êîýôôèöèåíòà ýòî äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿåò-
ñÿ (ñì. ôîðìóëû (4), (5),(6)). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè
θ = 1, πt = ξt è vI(θ, n) = vI(n).

Àíàëîãè÷íî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñóììû
ñìåøàííûõ ìîìåíòîâ:

vm(θ, n) =
∑

|I|=m

vI(θ, n) =

=
1
θm

∑
|I|=m

vI(n) =
1
θm

vm(n), ∀m = 1, . . . , n, (2)

ïðè÷åì ïðè m = 0, ïîëîæèì v0(θ, n) = 1.
Îïðåäåëèì

v̇m(θ, n) =
vm(θ, n)
Cm

n

=
1
θm

v̇m(n), ∀m = 1, . . . , n.

Çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû πt â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñîáûòèè ω ∈ Ωπ

t áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
yt(ω) = yt ∈ Yt. Âñå îáîçíà÷åíèÿ äàëåå àíàëî-
ãè÷íû òîìó, êàê ýòî îïðåäåëÿëîñü â [1].

Öèëèíäðè÷åñêèå ìíîæåñòâà íà Yn ñ îñíîâà-
íèåì íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå Wπ ⊂ YI áóäåì
îáîçíà÷àòü êàê

I(W π) = In(W π) =

= {y|y ∈ Yn, (yt1 , . . . , ytm) ∈Wπ}
.

Êðîìå òîãî, ïî àíàëîãèè ñ [1], îáîçíà÷èì

WI,π(k) = {y| y ∈ YI ;
∑
t∈In

yt = θ(2k − |I|)}.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî:

|yJ |I =
∏
t∈I

yt = θ|I|
∏
t∈I

xt = θ|I||xJ |I , I ⊆ J

Â ÷àñòíîñòè, òàêæå íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî∑
y∈Yn

|y|I = 0, ∀I ⊆ In, |I| > 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

Òåîðåìà 1. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-
íîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí πt∈In ∈ {−θ, θ} è

çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí vI(θ, n), I ∈ =(n) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-

þò äðóã äðóãà. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-

ùèå ñîîòíîøåíèÿ:

vI(θ, n) =
1

θ2|I|
∑

y∈Yn

|y|I · Pn(y); (3)

Pn(y) =
1
2n

∑
I∈=(n)

|y|I · vI(θ, n) =

=
1
2n

∑
I∈=(n)

|x|I · vI(n) = Pn(x). (4)

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü
(3). Èç îïðåäåëåíèÿ vI(θ, n) èìååì, ÷òî
vI(θ, n) = 1

θ|I| vI(ξ) = 1
θ|I|

∑
x∈Xn

|x|I · Pn(x) =

=
∣∣∣∣ Pn(x) = Pn(y)
|x|I = |y|I

θ|I|
= 1

θ2|I|
∑

y∈Yn

|y|I ·Pn(y).

Äëÿ óäîáñòâà äîêàçàòåëüñòâà (4), ïî àíàëî-
ãèè ñ [1], ïåðåíóìåðóåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
âñå ýëåìåíòû y ∈ Yn, à âñå ýëåìåíòû èç =(n)
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ðàñïîëîæèì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ |I|. Êîëè÷å-
ñòâî è òåõ è äðóãèõ ðàâíî 2n. Ñîñòàâèì ìàòðèöó

Am = {al,k = |yk|I
θ2|I| }, ãäå l - ýòî íîìåð ìíîæå-

ñòâà I ∈ =(n), k - ýòî íîìåð ýëåìåíòà yk â Yn, a
m = 2n. Îáîçíà÷èì ñòðîêó ìàòðèöû Am êàê al è
ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñòðîê

(al, ar) =
m∑

k=1

al,k · ar,k.

Èç l = r ⇒ I = J è òîãäà

(al, al) =
m∑

k=0

|yk|I
θ2|I|

· |yk|I
θ2|I|

=
m∑

k=0

θ|I||xk|I
θ2|I|

·θ
|I||xk|I
θ2|I|

=

=
1

θ2|I|

m∑
k=0

|xk|2I =
2n

θ2|I|
.

Ïðè l 6= r ⇒ I 6= J è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
U = (I

⋃
J) \ (I

⋂
J) 6= ∅ òîãäà

(al, ar) =
m∑

k=0

|yk|I · |yk|J =

=
m∑

k=0

|yk|2I∩J · |yk|U = θ2(I∩J)
m∑

k=0

|yk|U = 0.

Â ñëó÷àå, êîãäà U = (I
⋃
J) \ (I

⋂
J) = ∅, ïîëó-

÷àåì àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò.

Îáîçíà÷èì òåïåðü òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàò-
ðèöó êàê A

′
m, à ÷åðåç Im îáîçíà÷èì äèàãîíàëü-

íóþ ìàòðèöó íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé ñòî-
ÿò êîýôôèöèåíòû âèäà θ−2|I|, òî åñòü

Im =



1 0 · · · 0 0 · · · 0 · · · 0
0 θ−2 · · · 0 0 · · · 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · θ−2 0 · · · 0 · · · 0
0 0 · · · 0 θ−4 · · · 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 0 · · · θ−4 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 0 · · · 0 · · · θ−2n


,

òî èç ïðåäûäóùåãî ñëåäóåò, ÷òî
Am ·A′

m = 2n · Im. Çàïèøåì òåïåðü â âåêòîðíîé
ôîðìå ñîîòíîøåíèå (3):

~v(θ, n) = A′
m · ~Pn(y).

Ïðè óìíîæåíèè ñëåâà íà Am ïîëó÷àåì

Am · ~v(θ, n) = Am · A′
m · ~Pn(y) ⇒

⇒ Im~Pn(y) =
1
2n
Am · ~v(θ, n).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

I−1
m =



1 0 · · · 0 0 · · · 0 · · · 0
0 θ2 · · · 0 0 · · · 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · θ2 0 · · · 0 · · · 0
0 0 · · · 0 θ4 · · · 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 0 · · · θ4 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 0 · · · 0 · · · θ2n


,

ïðè óìíîæåíèè ñëåâà íà I−1
m ïîëó÷àåì

~Pn(y) =
1
2n
I−1
m Am · ~v(θ, n),

îòêóäà è ñëåäóåò (4) �.
Ðàññìîòðèì ñóììó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Sn,π =
n∑

t=1
πt è ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçû-

âàþùèå âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ðîâíî k ïîëî-

æèòåëüíûõ ÷ëåíîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πt, (â
ýòîì ñëó÷àå Sn,π = θ(2k − n); k = 0, . . . , n) ñî
çíà÷åíèÿìè ñìåøàííûõ ìîìåíòîâ ýòèõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

πt∈In ∈ {−θ, θ}, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîò-
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íîøåíèÿ:

P(Sn,π = θ(2k − n)) = Pn,π(k) =

=
1
2n

n∑
m=0

θmvm(θ, n) · An(m, k) =

=
1
2n

n∑
m=0

vm(n) ·An(m, k) =

= P(Sn,ξ = 2k − n) = Pn,ξ(k)

(5)

èëè

P(Sn,π = θ(2k − n)) = Pn,π(k) =

=
Ck

n

2n

n∑
m=0

θmv̇m(θ, n) · Bn(m, k) =

=
Ck

n

2n

n∑
m=0

v̇m(n) ·Bn(m, k) =

= P(Sn = 2k − n) = Pn,ξ(k)

(6)

è

vm(θ, n) =

=
1
θm

n∑
k=0

Pn,π(k) · Bn(m, k) ∀m ≥ 1.
(7)

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîð-
ìóëû (4) íàì áóäåò óäîáíåå åå èñïîëüçîâàòü â
ñëåäóþùåì âèäå:

Pn(y) =
1
2n

n∑
m=0

∑
|I|=m

|y|I · vI(θ, n).

Òîãäà, ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû
2 â [1], ïîëó÷àåì

Pn(Wπ(k)) = Pn,π(k) =

=
1
2n

∑
y∈Wπ(k)

n∑
m=0

∑
|I|=m

|y|I · vI(θ, n) =

=
1
2n

n∑
m=0

∑
|I|=m

vI(θ, n)
∑

y∈Wπ(k)

|y|I =

=
1
2n

n∑
m=0

θm
∑
|I|=m

vI(θ, n)
∑

x∈W (k)

|x|I =

=
1
2n

n∑
m=0

θmAn(m, k)
∑
|I|=m

vI(θ, n) =

=
1
2n

n∑
m=0

θmAn(m, k)vm(θ, n).

Ôîðìóëà (6) ïîëó÷àåòñÿ èç (5) ïðè ïîìîùè ôîð-
ìóëû (1) èç [1]. Äàëåå èç (5) èìååì

Pn,π(k) ·Bn(l, k) =

=
1
2n

n∑
m=0

θmvm(θ, n) ·An(m, k) · Bn(l, k).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (8) èç [1] è ôîðìó-
ëàìè (2) è (6), ïîëó÷àåì

vm(θ, n) =
1
θm

vm(n) =
1
θm

n∑
k=0

Pn,ξ(k)·Bn(m, k) =

=
1
θm

n∑
k=0

Pn,π(k) ·Bn(m, k). �

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü çàäàíû ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû πt∈In ∈ {−θ, θ} è ñóììà ýòèõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí Sn èìååò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

Pn(Sn = θ(2k − n)) = Pn,ξ(k) ∀k = 0, 1, . . . , n.
Òîãäà äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí π̂t∈In ∈ {−θ, θ}
( ñìåøàííûå ìîìåíòû êîòîðîé îáîçíà÷èì êàê

v̂I(θ, n), ∀I ⊂ In) ñ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé

Pn,π̂(y) =
Pn,π(k)
Ck

n

∀y ∈ Wπ(k) k = 0, 1, . . . , n (8)

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1. Pn,π̂(k) = Pn,π(k), k = 0, 1, . . . , n (9)

2. ∀ I, J ⊂ In òàêèõ, ÷òî |I| = |J | = m

v̂I(θ, n) = v̂J (θ, n) =
vm(θ, n)
Cm

n

= v̇m(θ, n), (10)

3. Ïóñòü ∀ J ⊂ In òàêîãî, ÷òî |J | = m 6 n
çàäàíû ìíîæåñòâà DIm l DJ , òîãäà

Pn(π̂t∈Im ∈ DIm) = Pn,π̂(In(DIm)) =

= Pn,π̂(In(DJ)) = Pn(π̂τ(t)|t∈Im
∈ DIm). (11)

4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

π̂t - îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, t = 1, . . . , n. (12)

Äîêàçàòåëüñòâî: Åñëè çàäàòü âåðîÿòíîñòü
íà (Yn,An) ôîðìóëîé (8), òî èç

Pn,π̂(k) =
∑

y∈W (k)

Pn,π̂(y) =
Pn,π(k)
Ck

n

∑
y∈W (k)

1 =

=
Pn,π(k)
Ck

n

· Ck
n = Pn,π(k)

ñëåäóåò (9).
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Èç ôîðìóë (1),(4),(9) ñòàòüè [1] è (7) áóäåì
èìåòü, ÷òî åñëè |I| = m, òî

v̂I(θ, n) =
1

θ2|I|
∑

y∈Yn

|y|IPn,π̂(y) =

=
1

θ2|I|

n∑
k=0

Pn,π(k)
Ck

n

·
∑

y∈Wk

|y|I =

=
1
θ|I|

n∑
k=0

Pn,π(k)
Ck

n

· An(m, k) =

=
1
θ|I|

1
Cm

n

n∑
k=0

Pn(k) ·Bn(m, k) =

=
1
θ|I|

vm(n)
Cm

n

= v̇m(θ, n).

Îòñþäà ñëåäóåò (10).

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
(11). Äëÿ ýòîãî îòìåòèì, ÷òî âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè DIm è DJ

ìîæíî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîäîëæèòü íà
In(DIm) è In(DJ). È òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî âåê-
òîðû(ýëåìåíòû) y ∈ In(DIm) è y′ ∈ In(DJ)
(y ↔ y′) áóäóò èìåòü îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòü
äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí π̂t. Îòñþäà ñðàçó ñëåäó-
åò, ÷òî

Pn,π̂(In(DIm)) =
∑

y∈In(DIm )

Pn,π̂(y) =

=
∑

y′∈In(DJ )

Pn,π̂(y′) = Pn,π̂(In(DJ)).

Ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (12) ñðàçó ñëå-
äóåò èç (11) â ñëó÷àå |J | = 1. �

Ïîêàæåì àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ðåøåò-
÷àòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïóñòü, êàê è ðàíåå
(ñì. [1]), x = (x1, x2, . . . , xn) = (θ(2k1 − s),

θ(2k2 − s), . . . , θ(2kn − s)) ∈ Xn(θ, s), à
n∑

i=1

ki = k.

Òîãäà

Òåîðåìà 3.2 Ïóñòü çàäàíû ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû ξt∈In ∈ X(θ, s) è ñóììà ýòèõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí Sn èìååò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

Pn(Sn = θ(2k − ns)) = Pn,ξ(k) k = 0, 1, . . . , ns.
Òîãäà ñóùåñòâóþò ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ̂t∈In ∈ X(θ, s)

ñ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé

Pn,ξ̂(x) =
Pn,ξ(k)∑

k1+...+kn=k

Ck1
s · . . . · Ckn

s

∀x ∈Wξ̂(k) k = 0, 1, . . . , ns (13)

òàêèå, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñî-

îòíîøåíèÿ:

1. Pn,ξ̂(k) = Pn,ξ(k), k = 0, 1, . . . , ns (14)

2. Ïóñòü ∀ J ⊂ In òàêîãî, ÷òî |J | = m 6 n
çàäàíû ìíîæåñòâà DIm l DJ , òîãäà

Pn,ξ̂(ξ̂t∈Im ∈ DIm) = Pn,ξ̂(In(DIm)) =

= Pn,ξ̂(In(DJ)) = Pn,ξ̂(ξ̂τ(t)|t∈Im
∈ DIm). (15)

3. ∀ I, J ⊂ In òàêèõ, ÷òî |I| = |J | = m

v̂I(θ, n) = v̂J (θ, n) =
v̂m(θ, n)
Cm

ns

, (16)

4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ̂t

- îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, t = 1, . . . , n. (17)

Äîêàçàòåëüñòâî: Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé Pn,ξ(k), k = 0, 1, . . . , ns ïî
òåîðåìå 3.1 ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí γ̂t∈Ins ∈ {−θ, θ}, êîòî-
ðûå áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (8)-(12) òåî-
ðåìû 3.1. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ξ̂t∈In ∈ X(θ, s) ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

ξ̂t =
s−1∑
j=0

γ̂t+j·n,

è ïîêàæåì, ÷òî äëÿ òàêèì îáðàçîì îïðåäåë¼ííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ̂t∈In ,
çàäàíèå âåðîÿòíîñòíîé ìåðû (13) áóäåò êîððåêò-
íî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû ðàññìîòðèì y ∈ Yns

òàêîé, ÷òî
ns∑
i=1

yi = θ(2k − ns), òî äëÿ çíà÷å-

íèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîñòðîåííîé íàìè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøå-

íèå
n∑

i=1

xi = θ(2k − ns) òàê, êàê òîãäà

xi =
s−1∑
j=0

yt+j·n = θ(2ki − s),

à

n∑
i=1

xi =
n∑

i=1

θ(2ki − s) = θ(2
n∑

i=1

ki − ns) =

= θ(2k − ns) ⇒
n∑

i=1

ki = k.
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Ðàçíèöà òîëüêî â êîëè÷åñòâå ýëåìåíòîâ
y ∈Wns(k) è x ∈ Wn(k), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿ-
þòñÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ. ßñíî, ÷òî êàæäûé ýëå-
ìåíò x ∈ Wn(k) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ðàçëè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ y ∈Wns(k), êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ
äðóã îò äðóãà ïåðåñòàíîâêàìè íåêîòîðûõ ñâîèõ
êîîðäèíàò. Ïîýòîìó â òåîðåìå 3.1 â çíàìåíàòåëå
ôîðìóëû (8) ñòîèò Ck

n - ÷èñëî âñåõ ñî÷åòàíèé ïî
ê ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
y ∈ Wn(k), à çíàìåíàòåëå òåîðåìû 3.2 ôîðìóëû
(13) ñòîèò

∑
k1+...+kn=k

Ck1
s · . . . · Ckn

s - òîëüêî òà

÷àñòü ñî÷åòàíèé ïî ê ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí y ∈ Wns(k), êîòîðàÿ ïîðîæ-
äàåò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ x ∈ Wn(k). Îòìåòèì,
÷òî ïðè s = 1 :

∑
k1+...+kn=k

Ck1
s · . . . · Ckn

s = Ck
n.

Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì (14),(15) òåîðåìû.

Èç (15) è îïðåäåëåíèÿ v̂I(θ, n) ïîëó÷àåì
∀ I, J ⊂ In v̂I(θ, n) = v̂J(θ, n), à ñîãëàñíî îïðå-
äåëåíèþ v̂m(θ, n) òîãäà v̂I(θ, n) = v̂m(θ,n)

Cm
ns

.

Ñîîòíîøåíèå (17) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
èç (15) â ñëó÷àå, êîãäà m = 1. �

Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê

1. ×åáîòàðåâ Ñ.Â. Îá ýêâèâàëåíòíîñòè êîíå÷íûõ
ñóìì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí //Âåñòíèê ÁÃÏÓ, ñå-

ðèÿ: åñòåñòâåííûå è òî÷íûå íàóêè. 2004. Âûï. 4.
Ñ. 108-116.
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Ñ.Â. ×åáîòàðåâ

Î ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÈ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ Ñ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÉ
ÑÓÌÌÎÉ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ È ÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Ìàòåðèàë äàííîé ñòàòüè ïðîäîëæàåò èññëå-
äîâàíèÿ íà÷àòûå â ñòàòüÿõ [2] � [4].

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí πt = θξt ∈ {−θ; θ}; t = 1, 2, . . . , ãäå
ξt ∈ {−1; 1} è θ = cost 6= 0. Äëÿ êîíå÷íûõ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πt: πt∈In

è πt∈In+1 ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè π̂t∈In è
π̂t∈In+1 óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (9)-(12) òåî-
ðåìû 3.1 [4]. Òîãäà ñòåïåíü ñîãëàñîâàííîñòè âå-
ðîÿòíîñòíûõ ìåð, îïðåäåëåííûõ íà Yn äëÿ π̂t∈In

è íà Yn+1 äëÿ π̂t∈In+1 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Ëåììà 1.

Pn(π̂t∈In ∈ B) 6 Pn+1(π̂t∈In+1 ∈ B × {−θ, θ}),

∀B ∈ Yn = {−θ, θ}n.

Äîêàçàòåëüñòâî: ×èñëî ýëåìåíòîâ ëþáîãî
ìíîæåñòâà B ∈ Yn ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-

äå ñóììû
n∑

k=0

lk, ãäå lk - ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç

B
⋂
Wn,π(k). Òîãäà Pn(π̂t∈In ∈ B) =

n∑
k=0

γk ·

Pn(Sn = θ(2k − n) =
n∑

t=1
πt), ãäå γk = lk

Ck
n
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñðàâíèòü Pn(π̂t∈In ∈ B) ñ
Pn+1(π̂t∈In+1 ∈ B×{−θ, θ}) ïîêàæåì äâà ñîîòíî-
øåíèÿ, ïðåäâàðèòåëüíî ââåäÿ íåîáõîäèìûå îáî-
çíà÷åíèÿ:

Pn,π(k) = Pn(Sn =
n∑

t=1

πt = θ(2k − n));

Pn,π̂(k) = Pn(Ŝn =
n∑

t=1

π̂t = θ(2k − n));

W−
n+1(k) = {π| π ∈ Yn+1,∑

t∈In

πt = θ(2k − (n+ 1)), π = (π1, . . . , πn,−θ)};

W+
n+1(k) = {π| π ∈ Yn+1,∑

t∈In

πt = θ(2k − (n+ 1)), π = (π1, . . . , πn, θ)};

αk,0 =

∑
πt∈In+1∈W−

n+1(k)

Pn+1(πt∈In+1)

Pn+1,πt∈In+1
(k)

;

αk,1 =

∑
πt∈W+

n+1(k+1)

Pn+1(πt)

Pn+1,π(k + 1)
.

Äëÿ π̂t∈In+1 áóäåì èñïîëüçîâàòü àíàëîãè÷íûå
îáîçíà÷åíèÿ � W+

n+1(k); W−
n+1(k).

Èç îïðåäåëåíèÿ αk,0, αk,1 ñðàçó ñëåäóåò, ïî-
ëàãàÿ α−1,1 = αn+1,0 = 0, ÷òî

αk,0, αk,1 ∈ [0, 1] è αk,0 + αk−1,1 = 1

∀k = 0, 1, . . . , n+ 1.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû äâà ñîîòíîøåíèÿ:

Pn+1(π̂ ∈ B × {−θ, θ}) =
n+1∑
k=0

γ′k · Pn+1,π(k),

ãäå γ′k =
lk + lk−1

Ck
n+1

; (1)

Pn,π(k) =

= αk,0 · Pn+1,π(k) + αk,1 ·Pn+1,π(k + 1). (2)

Ñîîòíîøåíèå (1) ëåãêî âûâåñòè èñõîäÿ èç òî-
ãî, ÷òî ∀π̂t∈In+1 ∈ B×{−θ, θ} ñïðàâåäëèâî ïðåä-
ñòàâëåíèå: π̂t∈In+1 = (π̂t∈In , θ) ëèáî
π̂t∈In+1 = (π̂t∈In ,−θ), ãäå π̂t∈In ∈ B.

Ñîîòíîøåíèå 2 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

Pn,π(k) =
∑

π∈W−
n+1(k)

Pn+1(π)+
∑

π∈W+
n+1(k+1)

Pn+1(π) =

= αk,0 · Pn+1,π(k) + αk,1 ·Pn+1,π(k + 1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü

Pn(π̂t∈In ∈ B) =
n∑

k=0

γkPn,π(k) =

=
n∑

k=0

γk(αk,0 ·Pn+1,π(k) + αk,1 ·Pn+1,π(k + 1)) =

=
n∑

k=0

γkαk,0Pn+1,π(k)+
n∑

k=0

γkαk,1Pn+1,π(k+1)) =

=
n∑

k=0

γkαk,0Pn+1,π(k)+
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+
n+1∑
k=1

γk−1αk−1,1Pn+1,π(k)) =
∣∣ γn+1=0

γ−1=0

=
n+1∑
k=0

γkαk,0Pn+1,π(k)+

+
n+1∑
k=0

γk−1αk−1,1Pn+1,π(k)) =

=
n+1∑
k=0

(γkαk,0 + γk−1αk−1,1)Pn+1,π(k) =

=
n+1∑
k=0

γ̇kPn+1,π(k).

Ñðàâíèì êîýôôèöèåíòû ïðè Pn+1,π(k) â ïîëó-
÷åííîé ôîðìóëå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîýôôè-
öèåíòàìè ñîîòíîøåíèÿ (1). Èìååì ñ îäíîé ñòî-
ðîíû

γ̇k = γkαk,0 + γk−1αk,1,

à ñ äðóãîé ñòîðîíû

γ′k =
lk

Ck
n+1

+
lk−1

Ck
n+1

, k = 0, 1, . . . , n+ 1.

Ïðè÷åì ó÷èòûâàÿ, ÷òî ln+1 = l−1 = 0, ïîëó÷àåì

γk =
lk
Ck

n

=
lk

Ck
n+1

· n+ 1 − k

n+ 1
6 lk

Ck
n+1

γk−1 =
lk−1

Ck−1
n

=
lk−1

Ck
n+1

· k

n+ 1
6 lk−1

Ck
n+1

.

Îòêóäà

lk
Ck

n

+
lk−1

Ck−1
n

6 lk

Ck
n+1

+
lk−1

Ck
n+1

è òåì áîëåå γ̇k 6 γ′k, ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäå-
íèå. �

Òåîðåìà 1. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ξt ∈ {−1; 1}, t = 1, 2, . . . . Äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî α ∈ (0, 1] îáîçíà÷èì ÷åðåç Sα ñëó÷àéíóþ

âåëè÷èíó Sα = lim
n→∞n−α

n∑
t=1

ξt (íå îáÿçàòåëü-

íî ñîáñòâåííóþ ïðè α 6= 1). Òîãäà ñóùåñòâóåò
ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ξ̂t ∈ {−1; 1}, t = 1, 2, . . . òàêàÿ, ÷òî

Sα
ï. í.== Ŝα, ãäå Ŝα

ï. í.== lim
n→∞n−α

n∑
t=1

ξ̂t, (3)

äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáûõ I, J ⊂ N òàêèõ, ÷òî

|I| = |J | = m ñïðàâåäëèâî

v̂I = v̂J = v̇m, (4)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóùåñòâóåò

v̇m = lim
n→∞

vm(n)
Cm

n

<∞.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èç ëåììû 1, äëÿ ñëó÷àÿ
θ = 1 êîãäà πt = ξt, ñëåäóåò èçìåðèìîñòü ëþáîãî
öèëèíäðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà I(Bn) ∈ XN ñ îñíî-
âàíèåì íà Bn ∈ Xn, êàê ïðåäåëà îãðàíè÷åííîé
íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýòî ïîçâîëÿ-
åò ïðîäîëæèòü âåðîÿòíîñòü Pξ̂ íà ïðîèçâîëüíûå
ìíîæåñòâà B ∈ XN èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå

B =
∞⋂

n=1

I(Bn), (5)

ãäå Bn − ñóòü ïðîåêöèÿ B íà Xn.
Ïîêàæåì ñòàöèîíàðíîñòü â óçêîì

ñìûñëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ̂t, t = 1, 2, . . ..
Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ηt = ξ̂t+k, t = 1, 2, . . . è âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíî-
øåíèåì 14 òåîðåìû 3.1 [3].

Âîçüìåì â êà÷åñòâå I = {1, . . . , n},
J = {k + 1, . . . , n+ k} è τ(t) = t+ k. Ïî òåîðåìå

3.1 [3] äëÿ ξ̂t∈In+k
èìååì, ÷òî

Pn((ξ̂1, . . . , ξ̂n) ∈ BI ⊆ XI) =

= Pn((ξ̂k+1, . . . , ξ̂n+k) ∈ BJ ⊆ XJ ),

∀BI ⊂ XI è BJ l BI .

Îòêóäà ïî ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ηt è
ìíîæåñòâà BJ èìååì, ÷òî

Pn((ξ̂k+1, . . . , ξ̂n+k) ∈ BJ ⊆ XJ ) =

= Pn((η1, . . . , ηn) ∈ BI ⊆ XI), ∀BI ⊂ XI

è, ñëåäîâàòåëüíî,

Pn((ξ̂1, . . . , ξ̂n) ∈ BI) =

= Pn((ξ̂k+1, . . . , ξ̂n+k) ∈ BI) ∀BI ⊂ XI .

Îòñþäà, ïåðåõîäÿ ê öèëèíäðè÷åñêèì ìíîæå-
ñòâàì, ïîëó÷àåì

P((ξ̂1, . . . , ξ̂n, . . .) ∈ I(BI)) =

= P((ξ̂k+1, . . . , ξ̂n+k, . . .) ∈ I(BI)), ãäå I(BI) ⊆ XN .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàâåíñòâî âåðíî ∀n ∈ N , â êî-
íå÷íîì èòîãå, èñïîëüçóÿ (19), ïîëó÷àåì ÷òî

P(ξ̂1, . . . ∈ B) = P(ξ̂k+1, . . . ∈ B), ∀B ∈ XN . (6)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå α ∈ (0; 1]. Ïî ïîñòðî-
åíèþ èìååì
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Pn(Ŝn,α = yk) = Pn(Sn,α = yk) = Pn,π(Wn(k)),

ãäå

πt = θnξt, t ∈ In, yk = θn(2k − n),

θn = n−α, k = 0, 1, . . . , n.

Îòñþäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî
y è n

Pn(Sn,α < y) =
∑
yk<y

Pn(Sn,α = yk) =

=
∑
yk<y

P(Ŝn,α = yk) = P(Ŝn,α < y). (7)

Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ïðè n→ ∞.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

Wn,α(y) = {πt : πt ∈ Yn, Sn,α =

= θn(2k − n) = yk < y};
W+

n,α(y) = {πt : πt ∈ Yn+1, πt =

= (π′
t; θ), ãäå π

′
t ∈ Wn,α(y)}

è

W−
n,α(y) = {πt : πt ∈ Yn+1, πt = (π′

t;−θ),

ãäå π′
t ∈Wn,α(y)}.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî W−
n,α(y) ⊂ Wn+1,α(y), âûÿñíèì

ñîîòíîøåíèå ìåæäó W+
n,α(y) è Wn+1,α(y). Ïóñòü

l∗n = max
−n6l6n

{θn(2l − n) < y}. Åñëè k = l∗n, òî

− 2
nα

6 2k − n

nα
− y = −ε 6 0, ⇔

⇔ 0 6 ε 6 2
nα

⇔ 0 6 nαε 6 2. (8)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî k = l∗n, ðàññìîòðèì ñïðàâåä-
ëèâîñòü ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ

Wn+1,α(y) ⊆
{
πt : πt ∈ Yn+1, Sn+1,α =

= θn+1(2(k + 1) − (n+ 1))

}
= W+

n,α(y).

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñïðàâåäëèâîñòü íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðîãî n > n(y) íåðàâåíñòâà

2(k + 1) − (n+ 1)
(n+ 1)α

> y. (9)

Âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (9) îçíà÷àåò ñïðàâåä-
ëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ Wn+1,α(y) ⊆ W+

n,α(y) íà-
÷èíàÿ ñ n > n(y). Ïðîâåðèì ýòî

2(k + 1) − (n+ 1)
(n+ 1)α

> y ⇔

⇔ 2k − n+ 1
nα

−
(n+ 1

n

)α

y > 0 ⇔

⇔ ε−
((n+ 1

n

)α

− 1

)
y +

1
nα

> 0

Îòêóäà

nαε− ((n+ 1)α − nα
)
y + 1 > 0,

èëè
nαε+ 1 >

(
(n+ 1)α − nα

)
y.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ∀α ∈ (0, 1) (n + 1)α −
nα −−−−→

n→∞ 0 è 0 < nαε 6 2 ïîëó÷àåì,

÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n = n(y) íåðàâåí-
ñòâî (9) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è ñëåäîâàòåëüíî
∀n > n(y) Wn+1,α(y) ⊆W+

n,α(y), îòêóäà

Wn+1,α(y) ⊆W+
n,α(y) +W−

n,α(y) =

= Wn,α(y) × {θ;−θ}.
Ñëåäîâàòåëüíî è

Pn+1(Sn+1,α < y) 6 Pn(Sn,α < y).

Òî åñòü ïðåäåë ñóùåñòâóåò êàê ïðåäåë îãðàíè-
÷åííîé ñíèçó íåâîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè.

Â ñëó÷àå α = 1 èìååì (n+ 1)α − nα = 1 è èç
nαε+1 >

(
(n+1)α−nα

)
y ñëåäóåò nε+ 1 > y, ÷òî

âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ïðè y 6 1, à òàê êàê îáëàñòü
çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S1 ∈ [−1; 1], òî
ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà äëÿ P(Sα < y), ãäå
α ∈ (0, 1], äîêàçàíî. Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà äëÿ
P(Ŝα < y) è ñîõðàíåíèå ðàâåíñòâà ñëåäóåò èç (7).
Ñîîòíîøåíèå (4) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñî-
îòíîøåíèÿ (13) òåîðåìû 3.1 [3]. �

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, èìåþùèõ ðåøåò÷àòîå ðàñïðåäåëåíèå
ξt ∈ X1(θ, s), t = 1, 2, . . ..

Îïðåäåëèì, ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì

WI(k) = {xI |xI ∈ XI ,
1
θ

∑
t∈I

xt = 2k − |I| · s },

∀k = 0, 1, . . . , |I| · s.
Ïðè÷åì xt = θ(2kt − s), à k =

∑
t∈I

kt.

Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξt ∈ X1(θ, s).
Äëÿ å¼ êîíå÷íûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ξt∈In

è ξt∈In+1 ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ̂t∈In è
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ξ̂t∈In+1 óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (17) � (20)
òåîðåìû 3.2 [3]. Òîãäà ñòåïåíü ñîãëàñîâàííîñòè
âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, îïðåäåëåííûõ íà Xn(θ, s)
äëÿ ξ̂t∈In è íà Xn+1(θ, s) äëÿ ξ̂t∈In+1 îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ëåììà 2.

Pn(ξ̂t∈In ∈ B) 6 Pn+1(ξ̂t∈In+1 ∈ B ×X1(θ, s)),

∀B ∈ Xn(θ, s). (10)

Äîêàçàòåëüñòâî: Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç
ëåììû 1 â ñëåäñòâèå ñïðàâåäëèâîñòè ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ

ξ̂t =
s−1∑
j=0

γ̂t+n·j ∀t ∈ In, (11)

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü γ̂t∈Ins ∈ {−θ, θ} ïîñòðîå-
íà ïî òåîðåìå 1 â ñîîòâåòñòâèå ñ ðàñïðåäåëåíèåì
âåðîÿòíîñòåéPn,ξ(k) ∀k = 0, 1, . . . , ns ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ξt∈In è òîãî ôàêòà, ÷òî ∀B ∈ Xn(θ, s)
èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (11) ìîæíî âçàèìíîîä-
íîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü B′ ∈ Yns = {−θ, θ}ns òà-

êîå, ÷òî Pn,ξ̂(ξ̂t∈In ∈ B) = Pns,γ̂(γ̂t∈Ins ∈ B′).
�

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ξt ∈ X1(θ, s), t = 1, 2, . . . . Äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî α ∈ (0, 1] îáîçíà÷èì ÷åðåç Sα ñëó÷àé-

íóþ âåëè÷èíó Sα = lim
n→∞n−α

n∑
t=1

ξt. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ξ̂t ∈ X1(θ, s), t = 1, 2, . . . , òàêàÿ,
÷òî

Ŝα
ï. í.== Sα,

ãäå Ŝα
ï. í.== lim

n→∞n−α
n∑

t=1

ξ̂t, (12)

äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáûõ I, J ⊂ N òàêèõ, ÷òî

|I| = |J | = m ñïðàâåäëèâî

v̂I = v̂J = ˙̂vm, (13)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóùåñòâóåò

˙̂vm = lim
n→∞

v̂m(n)
Cm

n

<∞.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èç ëåììû 2 è òåî-
ðåìû 1 ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå è ñòàöèî-
íàðíîñòü â óçêîì ñìûñëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
γ̂t ∈ {−1, 1}, t = 1, 2, . . . à òàêæå ñóùåñòâîâàíèå
è ýêâèâàëåíòíîñòü ñóìì

Sα(γ) = lim
n→∞

1
nα

n∑
t=1

γt è Ŝα(γ̂) = lim
n→∞

1
nα

n∑
t=1

γ̂t.

Îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå è ñòàöèî-
íàðíîñòü â óçêîì ñìûñëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ̂t
è, ó÷èòûâàÿ ÷òî

Ŝn,α =
1
nα

n∑
t=1

ξ̂t =
1
nα

n∑
t=1

s−1∑
j=0

γ̂t+n·j =

=
1
nα

ns∑
t=1

γ̂t = sαŜns,α(γ̂),

ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå è ýêâèâàëåíòíîñòü
ñóìì Sα è Ŝα.Ñîîòíîøåíèå (13) íåïîñðåäñòâåí-
íî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (19) òåîðåìû 3.2 [3].
�

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâè-
òåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξt ∈ R, t = 1, 2, . . .
ñ êîíå÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè
Mξt <∞, ∀t ∈ N òàêóþ, ÷òî

lim
n→∞

1
n

n∑
t=1

Mξt = ĥ <∞. (14)

Äëÿ å¼ êîíå÷íûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ξt∈In

è ξt∈In+1 ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ̂t∈In è

ξ̂t∈In+1 óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (23)-(26) òåî-
ðåìû 3.3 [3]. Ñòåïåíü ñîãëàñîâàííîñòè âåðî-
ÿòíîñòíûõ ìåð, îïðåäåëåííûõ íà (Rn,Bn) äëÿ
ξ̂t∈In è íà (Rn+1,Bn+1) äëÿ ξ̂t∈In+1 îïðåäåëÿåòñÿ
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì:

Ëåììà 3.

Pn(ξ̂t∈In ∈ B) 6 Pn+1(ξ̂t∈In+1 ∈ B × R),

∀B ∈ Bn. (15)

Äîêàçàòåëüñòâî: Îáîçíà÷èì

∆x(k) = [
2(k − 1) − nm√

m
,
2k − nm√

m

)
äëÿ

k = 1, . . . , nm− 1,∆x(0) =
(−∞,−n√m),

∆x(nm) =
[
n
√
m− 2√

m
,∞).

Îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí γm,t ∈ X( 1√

m
,m), t = 1, 2, . . . , n ñ

P(Sn(γm) =
n∑

t=1

γm,t =
2k − nm√

m
) =

= P(Sn(ξ) ∈ ∆x(k)), k = 0, 1, 2, . . . , nm.

Ïî òåîðåìå 3.2 [4] ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí γ̂m,t∈In ∈ X( 1√

m
,m),
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îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè (13)-(17) [4]. Èç îïðåäå-

ëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ̂t, äàííîãî â [3], ñëå-
äóåò ÷òî

P(ξ̂t ∈ (−∞, x)) = lim
m→∞P(γ̂m,t ∈ (−∞, x)) =

= lim
m→∞P(γ̂m,t ∈ (−∞, x) ∩X(

1√
m
,m)).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Pn(ξ̂t∈In ∈ B) = lim
m→∞P(γ̂m,t∈In ∈

∈ B ∩Xn(
1√
m
,m))

è

Pn+1(ξ̂t∈In+1 ∈ B × R) =

= lim
m→∞P(γ̂m,t∈In+1 ∈ (B ∩Xn(

1√
m
,m))×

×X(
1√
m
,m)).

Ïî ëåììå 2 äëÿ γ̂m,t∈In ñïðàâåäëèâî (10)
∀m ∈ N è B

⋂
Xn( 1√

m
,m). Òîãäà èìååì

∀m ∈ N Pn,γ̂(γ̂m,t∈In ∈ Bm) 6

6 Pn+1,γ̂(γ̂m,t∈In+1 ∈ Bm ×X(
1√
m
,m)),

∀Bm ∈ Xn(
1√
m
,m).

Îòñþäà, ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïî m → ∞
c ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ξ̂t, ïîëó÷àåì ñïðàâåäëè-
âîñòü (15). �

Òåîðåìà 3. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ξt ∈ R, t = 1, 2, . . . , óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (14). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

α ∈ (0, 1] îáîçíà÷èì ÷åðåç Sα ñëó÷àéíóþ âåëè÷è-

íó Sα = lim
n→∞n−α

n∑
t=1

ξt çàäàííóþ ìîæåò áûòü

íà ðàñøèðåííîé îáëàñòè R. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ξ̂t ∈ R ñ Mξ̂t = ĥ, ∀t = 1, 2, . . . òàêàÿ,
÷òî:

Ŝα
ï. í.== Sα ãäå Ŝα

ï. í.== lim
n→∞n−α

n∑
t=1

ξ̂t, (16)

äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáûõ I, J ⊂ N òàêèõ, ÷òî

|I| = |J | = m ñïðàâåäëèâî

v̂I = v̂J = ˙̂vm, (17)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóùåñòâóåò

˙̂vm = lim
n→∞

v̂m(n)
Cm

n

<∞.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëü-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ̂t∈N ñëåäóåò èç ëåì-
ìû 3 è äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî
ñäåëàíî â òåîðåìå 1. Ñòàöèîíàðíîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ξ̂t∈N äîêàçûâàåòñÿ òàêæå àíàëîãè÷íî
òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â òåîðåìå 1. Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû äîêàçàòü (16), âñïîìíèì, ÷òî ìû îïðåäåëèëè

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ̂t = lim
m→∞ γ̂m,t∈N . Â òåîðå-

ìå 2 ïîêàçàíî, ÷òî ∀m ∈ N ôèêñèðîâàííîãî �
Sα(γm) ï. í.== Sα(γ̂m) è äëÿ ëþáûõ I, J ⊂ N òà-
êèõ, ÷òî |I| = |J | = l ñïðàâåäëèâî v̂I = v̂J = ˙̂vl,
ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóùåñòâóåò ˙̂vl <∞. Îòêóäà ïðè
m→ ∞ ïîëó÷àåì (16) è (17). �

Çàìå÷àíèå 1. Îäíîé èç îñîáåííîñòåé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ξ̂t, t = 1, 2, . . . ÿâëÿåòñÿ òîò

ôàêò, ÷òî å¼ óñðåäí¼ííûå ñìåøàííûå ìîìåí-

òû ˙̂vm ñîâïàäàþò âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèé (4),

(13), (17) ñ v̂Im , òî åñòü ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-

þòñÿ âçàèìîçàâèñèìîñòüþ ïåðâûõ m ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí ξ̂t, t = 1, 2, . . . ,m.

Çàìå÷àíèå 2. Åù¼ îäíà îñîáåííîñòü ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ξ̂t, t = 1, 2, . . . çàêëþ÷àåòñÿ â

òîì, ÷òî îíà, êàê ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñ-

ëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåð-

íîå ê Ŝ1 = lim
n→∞n−1

n∑
t=1

ξ̂t, â òî âðåìÿ êàê èñ-

õîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξt íå îáÿçàòåëüíî

îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèòåëüíûé ñëó÷àéíûé ïðî-
öåññ ξ(t) ∈ (R,B) ñ Mξ(t) = h(t) è t ∈ [0, T ] òà-

êîé, ÷òî 1
T

T∫
0

h(t)dt = ĥ <∞ äëÿ êîòîðîãî áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïî÷òè íàâåðíîå âñå òðàåêòî-
ðèè ïðîöåññà èíòåãðèðóåìû, ò.å. ñóùåñòâóåò ïî-
÷òè äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé ω ∈ ΩT ôóíêöèîíàë

η(ω) = 1
T

T∫
0

ξ(t, ω)dt <∞, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíîé, îïðåäåëåííîé íà ïðîñòðàí-
ñòâå òðàåêòîðèé (ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ) ΩT .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî η èìååò êîíå÷íîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mη <∞. Òîãäà

Òåîðåìà 4. Ïóñòü çàäàí ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

ξ(t) ∈ (R,B) ñ Mξ(t) = h(t) < ∞ è t ∈ [0, T ]
òàêîé, ÷òî ïî÷òè âñþäó íà ω ∈ ΩT îïðåäå-

ëåíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η(ω) = 1
T

T∫
0

ξ(t, ω)dt,

Mη < ∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíûé â

óçêîì ñìûñëå ïðîöåññ ξ̂(t) ∈ (R,B), Mξ̂(t) = ĥ.
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Ïðè÷åì, åñëè åãî òðàåêòîðèè òàêæå ïî÷òè íà-

âåðíîå èíòåãðèðóåìû, òî

η(ω) ï.í.== η̂(ω) =
1
T

T∫
0

ξ̂(t, ω)dt,

Mη(ω) = Mη̂(ω) =
1
T

T∫
0

Mξ(t)dt = ĥ (18).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ôîð-
ìèðîâàíèÿ ñåðèé êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ξt ∈ (R,B) è t ∈ In, íà÷èíàÿ ñ n = 2.
Äëÿ n = 2 ïîëîæèì ξ1 = ξ(0); ξ2 = ξ(T ).
Äëÿ n = 3 ïîëîæèì ξ1 = ξ(0); ξ2 = ξ(T );
ξ3 = ξ(T

2 ).
Äëÿ n = 4 ïîëîæèì ξ1 = ξ(0); ξ2 = ξ(T );
ξ3 = ξ(T

2 ); ξ4 = ξ(T
4 ).

Äëÿ n = 5 ïîëîæèì ξ1 = ξ(0); ξ2 = ξ(T );
ξ3 = ξ(T

2 ); ξ4 = ξ(T
4 ); ξ5 = ξ(3T

4 )
è òàê äàëåå . . . .

Â îáùåì ñëó÷àå ξn = ξ
(

2k+1
2n0+1T

)
, ãäå n0 - õà-

ðàêòåðèñòèêà log2(n− 2) è k = (n− 2) − 2n0 .

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî TN =
∞⋃

n=1
Tn, ãäå Tn

- ìíîæåñòâî òî÷åê îòðåçêà [0, T ], êîòîðûå áûëè
èñïîëüçîâàíû äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ êîíå÷íîé ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξt, t = 1, . . . , n. Î÷åâèäíî,
÷òî Tn ⊂ Tn+1, ïðè÷åì Tn+1 = Tn+{ 2k+1

2n0+1T }, ãäå
n0 - õàðàêòåðèñòèêà log2(n−1) è k = (n−1)−2n0.

Äëÿ êàæäîé òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ξ̂t, t = 1, . . . , n, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì
(23) � (26) òåîðåìû 3.3 [3]. Ïðè÷åì äëÿ ïîëó÷åí-
íûõ òàêèì îáðàçîì êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ñïðàâåäëèâà ëåììà 3. Òîãäà èç

Pn(ξ̂t∈In ∈ B) 6 Pn+1(ξ̂t∈In+1 ∈ B × R) 6

6 Pn+2(ξ̂t∈In+2 ∈ B × R × R) 6 . . . ∀B ∈ Bn,

ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå âåðîÿòíîñòè
P(ξ̂t∈In ∈ Bn,N ), ãäå

Bn,N = B × R × R × . . . ⊂ BN ,

êàê ïðåäåëà ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé, îãðàíè-
÷åííîé ñâåðõó, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ýòî ïîçâîëÿåò, ó÷èòûâàÿ ÷òî

I(Bn+1,N ) ⊂ I(Bn,N ),

ãäåBn,N - ñóòü ïðîåêöèÿ ïðîèçâîëüíîãîB ⊂ BN

íà Bn, à I(Bn,N ) ⊂ BN -öèëèíäðè÷åñêîå ìíîæå-
ñòâî, ïîñòðîåííîå íà ýòîé ïðîåêöèè êàê íà îñ-

íîâàíèè, ïðîäîëæèòü âåðîÿòíîñòü Pξ̂ íà ïðîèç-
âîëüíûå ìíîæåñòâà èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå

B =
∞⋂

n=1

I(Bn,N ). (19)

Òàêèì îáðàçîì ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ξ̂t, t = 1, 2, . . . .

Ïîñòðîåíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

ξ̂(t) ∈ (R,B), Mξ̂(t) = ĥ, t ∈ [0, T ].

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ýòî-
ãî ïðîöåññà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü
ñîãëàñîâàííîñòü ðàñïðåäåëåíèé ïðîèçâîëüíîãî
êîíå÷íîìåðíîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïîñòðîåííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ ξ̂r . Òîãäà êîíå÷íàÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ξ̂ri , i = 1, 2, . . . n ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ξ̂r óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñîãëàñîâàííî-
ñòè è, òàê êàê çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íî-
ìåðíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íå çàâèñèò îò
ïîðÿäêà ïåðå÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí, îíà âñåãäà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ïîðÿä-
êå âîçðàñòàíèÿ âûáðàííûõ òî÷åê îòðåçêà [0, T ],
à íå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ ýëåìåíòîâ
ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî åñòü

Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn) = Ft1,t2,...,tn(ξ̂r1 =

= ξ̂(t1) < x1, ξ̂r2 = ξ̂(t2) < x2, . . . , ξ̂rn =

= ξ̂(tn) < xn) = Fti1<ti2<...<tin
(xi1 , xi2 , . . . , xin).

Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ òî÷åê îòðåçêà [0, T ],
â êîòîðûõ îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ξ̂r, r = 1, 2, . . . , òî åñòü â òî÷êàõ ìíîæåñòâà TN .
Ýòî ìíîæåñòâî ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ ñ÷åò-
íûì è âñþäó ïëîòíûì íà îòðåçêå [0, T ]. Ïîýòîìó
äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè t ∈ [0, T ], t /∈ TN , ìîæ-

íî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ̂rl
, l = 1, 2, . . .

òàêèì îáðàçîì, ÷òî ξ̂rl
= ξ̂(tl), ãäå tl < t è

|t − tl| = min
rj∈Il

|t − tj |. Òîãäà lim
l→∞

tl = t, è êîíå÷-

íîìåðíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëèì
êàê

Fti1<ti2<...<t<...<tin
(xi1 , xi2 , . . . , xt, . . . , xin) =

= lim
l→∞

Fti1<ti2<...<tl<...<tin
(xi1 , xi2 , . . . , xt, . . . , xin),

ïðè÷åì áóäåì ïîëàãàòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-
ñòè, ÷òî â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ îïðåäåëåíà. Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì
äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè òî÷åê
îòðåçêà [0, T ] ïîñòðîåíû êîíå÷íîìåðíûå ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
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ñîãëàñîâàííîñòè. Òîãäà, íà îñíîâàíèè òåîðåìû
Êîëìîãîðîâà î ïðîäîëæåíèè ìåðû [1], ñëåäó-
åò è ñóùåñòâîâàíèå ñàìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

ξ̂(t), t ∈ [0;T ].
Ñòàöèîíàðíîñòü â óçêîì ñìûñëå ïðîöåññà

ξ̂(t), t ∈ [0;T ] ñëåäóåò èç ñòàöèîíàðíîñòè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ξ̂t∈TN , êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü
ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî òàêèì
îáðàçîì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ó÷èòûâàÿ ïî-
÷òè íàâåðíîå èíòåãðèðóåìîñòü òðàåêòîðèé îáî-
èõ ïðîöåññîâ è òåîðåìó (3), âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ
èíòåãðàëîâ. Äëÿ ýòîãî óäîáíî âçÿòü òó ÷àñòü
êîíå÷íûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ξt∈Tns

} è

{ξ̂t∈Tns
}, ãäå èíòåðâàëû ìåæäó òî÷êàìè ðàâíû,

òî åñòü ns = 2, 3, 5, . . . , 2s +1, . . . , s = 0, 1, . . . è
4t = T

ns−1 . Òîãäà èç òåîðåìû (3) èìååì, ÷òî

lim
ns→∞

1
ns

ns∑
k=1

ξtk

ï.í.== lim
n→∞

1
ns

ns∑
k=1

ξ̂tk
,

îòêóäà â ñèëó

lim
ns→∞

1
ns

ns∑
k=1

ξtk
=

= lim
ns→∞

ns − 1
ns

1
T

ns∑
k=1

ξtk

T

ns − 1
=

= lim
ns→∞

1
T

ns∑
k=1

ξtk
4t =

1
T

T∫
0

ξt(ω)dt = η(ω)

è

lim
ns→∞

1
ns

ns∑
k=1

ξ̂tk
=

= lim
ns→∞

ns − 1
ns

1
T

ns∑
k=1

ξ̂tk

T

ns − 1
=

= lim
ns→∞

1
T

ns∑
k=1

ξ̂tk
4t =

1
T

T∫
0

ξ̂t(ω)dt = η̂(ω)

ïîëó÷àåì, ÷òî

η(ω) ï.í.== η̂(ω)

è ïî òåîðåìå Ôóáèíè

Mη(ω) = Mη̂(ω) =
1
T

T∫
0

Mξ(t)dt =

=
1
T

T∫
0

Mξ̂(t)dt = ĥ.

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �
Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîêàçàòü äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà ñëó÷àéíûé ïðîöåññ çàäàí íà
(−∞;∞) èëè [0;∞).

Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê

1. Øèðÿåâ À.Í. Âåðîÿòíîñòü. Ì.: Íàóêà, 1989.
640 ñ.

2. ×åáîòàð¼â Ñ.Â. Î ñâîéñòâàõ ìíîãî÷ëåíîâ Êðàâ-
÷óêà // Âåñòíèê ÁÃÏÓ, ñåðèÿ: åñòåñòâåííûå è
òî÷íûå íàóêè. 2002. Âûï. 2. Ñ. 53-58.

3. ×åáîòàðåâ Ñ.Â. Îá ýêâèâàëåíòíîñòè êîíå÷íûõ
ñóìì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí // Âåñòíèê ÁÃÏÓ, ñå-

ðèÿ: åñòåñòâåííûå è òî÷íûå íàóêè. 2004. Âûï. 4.
Ñ. 108-116.

4. ×åáîòàðåâà Ã.À., ×åáîòàðåâ Ñ.Â. Î ýêâèâàëåíò-
íîñòè êîíå÷íûõ ñóìì îò ôóíêöèé ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí // Âåñòíèê ÁÃÏÓ, ñåðèÿ: åñòåñòâåííûå è
òî÷íûå íàóêè. 2005. âûï. 5.C.54-58

65



Âåñòíèê ÁÃÏÓ: Åñòåñòâåííûå è òî÷íûå íàóêè

ÓÄÊ 514.75

Ì.À. ×åøêîâà

Ê ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÅÉ,
ÈÌÅÞÙÈÕ ÏËÎÑÊÈÅ ËÈÍÈÈ ÊÐÈÂÈÇÍÛ

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E3 èçó÷àþòñÿ
ïîâåðõíîñòè, ó êîòîðûõ ëèíèè êðèâèçíû ïëîñ-
êèå. ×àñòíûì ñëó÷àåì òàêèõ ïîâåðõíîñòåé ÿâ-
ëÿþòñÿ öèêëèäû Äþïåíà �ïîâåðõíîñòè, ëèíèè
êðèâèçíû êîòîðûõ åñòü îêðóæíîñòè [1-7].

1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÔÎÐÌÓËÛ.
Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòüM â åâêëè-

äîâîì ïðîñòðàíñòâå E3.
Îáîçíà÷èì F (M)�R - àëãåáðó äèôôåðåíöè-

ðóåìûõ íà M ôóíêöèé, T q
s� F - ìîäóëü äèôôå-

ðåíöèðóåìûõ íà M òåíçîðíûõ ïîëåé òèïà (q, s),
χ(M)� àëãåáðó Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé íàM , ∂ �
äèôôåðåíöèðîâàíèå è <,> � ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå â E3.

Ôîðìóëû Ãàóññà-Âåéíãàðòåíà ïîâåðõíîñòè

M èìåþò âèä ( [8], ñòð.36)

∂XY = ∇XY + b(X,Y )n, (1)

∂Xn = −AX,
ãäå A ∈ T 1

1 (M), X, Y ∈ χ(M), b ∈ T 0
2 (M) ,

b(X,Y ) = g(AX, Y ) � âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ôîðìà A � îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà, ∇� ñâÿç-
íîñòü Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè g(X,Y ) =< X,Y >.

Âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Ãàóññà-Êîäàööè

R(X,Y )Z = b(Y, Z)AX − b(X,Z)AY, (2)

dA(X,Y ) = 0,

ãäå R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z − ∇Y ∇XZ − ∇[X,Y ]Z
òåíçîð êðèâèçíû ñâÿçíîñòè ∇,
dA(X,Y ) = ∇XAY −∇YAX−A[X,Y ] - âíåøíèé
äèôôåðåíöèàë ïîëÿ A â ñâÿçíîñòè ∇.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xi, (i = 1, 2) îðòû ãëàâ-
íûõ íàïðàâëåíèé, ki � ãëàâíûå êðèâèçíû,
ïðè÷åì ïîëàãàåì k1 6= k2, k1k2 6= 0.Òåì
ñàìûì ìû èñêëþ÷àåì ñôåðó, ïëîñêîñòü, öè-
ëèíäð è êîíóñ. Òîãäà AXi = kiXi. Ðàññìîòðèì
dA(Xi, Xj) = 0, i 6= j. Èìååì

dA(Xi, Xj) = ∇XiAXj −∇XjAXi −A[Xi, Xi] =

= (Xikj)Xj + kj∇XiXj − (Xjki)Xi − ki∇XjXi−
−ki(∇XiXj−∇XjXi)i−kj(∇XiXj−∇XjXi)j = 0,

ãäå Zj j-òàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿ Z. Ïðèðàâíè-
âàÿ íóëþ ðàçëè÷íûå ñîñòàâëÿþùèå, èìååì

(∇XiXj)i =
Xjki

kj − ki
Xi, i 6= j. (3)

Òàê êàê Xi îðòû, òî (∇XiXj)j = 0, i 6= j. Òàêèì
îáðàçîì,

∇XiXj = ΓjiXi,Γji =
Xjki

kj − ki
, i 6= j. (4)

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâà < Xi, Xj >= 0 âäîëü
Xi, ïîëó÷èì

∇XiXi = −ΓjiXj , i 6= j. (5)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ Ãàóññà (2)

R(Xj , Xi)Xi = kikjXj ,

èñïîëüçóÿ (4), (5). Èìååì

R(Xj , Xi)Xi = ∇Xj∇XiXi−
−∇Xi∇XjXi −∇∇Xj

XiXi+

+∇∇Xi
XjXi = ∇Xj (−ΓjiXj)−

−∇XiΓijXj − Γij∇XjXi + Γji∇XiXi =

= −(XjΓji)Xj − Γji(−ΓijXi) − (XiΓij)Xj−
−ΓijΓjiXi − (Γij)2Xj − (Γji)2Xj = kikjXj .

Îòêóäà

XjΓji+XiΓij+(Γij)2+(Γji)2+kikj = 0, i 6= j. (6)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ëèíèè êðèâèçíû áûëè
ïëîñêèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç fi ëèíèþ êðèâèçíû,
ñîîòâåòñòâóþùóþ êðèâèçíå ki. Îïðåäåëèì ñî-
ïðèêàñàþùóþñÿ ïëîñêîñòü πi ëèíèè fi. Èìååì

∂XiXi = ∇XiXi+b(Xi, Xi)n = −ΓjiXj+kin, i 6= j,

πi = {Xi,−ΓjiXj + kin}. (7)

Íîðìàëü Ni ê ïëîñêîñòè πi èìååò âèä

Ni = Γjin+ kiXj . (8)

Íîðìàëü Ni âäîëü fi ïîñòîÿííàÿ, ò.å. ∂XiNi||Ni.
Èìååì

∂XiNi = (XiΓji)n− ΓjikiXj+

+(Xiki)Xj + ki(ΓjiXi + b(Xj , Xi)n) =

= (XiΓji)n+ (Xiki)Xj ,

XiΓji

Γji
=
Xiki

ki
= ti, i 6= j. (9)
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Ïðèìåíÿåì ê ðàâåíñòâóXiki = tiki îïåðàöèþ
ñêîáêè

[Xi, Xj]f = XiXjf −XjXif =

= ∇XiXjf −∇XjXif, f ∈ F (M).

Èñïîëüçóåì (4),(5)

XjXiki = (Xjti)ki + tiΓji(kj − ki),

XiXjki = Xi(Γji(kj − ki)) = (XiΓji)(kj − ki)+

+ΓjiΓij(ki − kj) − Γjitiki,

(∇XjXi −∇XiXj)ki = ΓijXjki − ΓjiXiki =

= ΓijΓji(kj − ki) − Γjitiki.

Îòêóäà ïîëó÷èì

Xjti + 2tiΓji = 0, i 6= j. (10)

Ðàññìîòðèì ëèíèþ êðèâèçíû fi. Âåêòîð êðè-
âèçíû ∂XiXi = νi èìååò âèä

νi = −ΓjiXj + kin. (11)

Êðèâèçíà k̄i =
√

Γ2
ji + k2

i êðèâîé fi â ñèëó (9)
óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

Xi(ln k̄i) = ti. (12)

Îòêóäà âûòåêàåò
Òåîðåìà 1.Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâè-

âàëåíòíû

1)ti = 0, i = 1, 2,
2) ëèíèè êðèâèçíû fi �îêðóæíîñòè.

Â ýòîè ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü M åñòü öèêëèäà
Äþïåíà [1]-[7].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè
m ∈M , Fj = r + 1

kj
n. Êîãäà m ∈ fi ôîêóñ Fj

îïèøåò ëèíèþ F i
j .

Òàê êàê ∂iFj = kj−ki

k2
j

(kjXi + Γijn), òî â ñèëó

(8) , âûòåêàåò
Òåîðåìà 2. Êàñàòåëüíàÿ ê ëèíèè F i

j îðòî-

ãîíàëüíà ïëîñêîñòè πj , ñîäåðæàùåé ëèíèþ êðè-

âèçíû fj .

Ëåììà 1. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

XiXiΓij + Γij(Γ2
ij + Γ2

ji + 3XiΓij + k2
i )− (13)

−ti(XiΓij + Γ2
ij) = 0, i 6= j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äèôôåðåíöèðóåì (6)
âäîëü Xi. Èìååì, èñïîëüçóÿ (4),(9):

XiXiΓij +XiXjΓji + 2ΓijXiΓij+

+2ΓjiXiΓji + (Xiki)kj + kiXikj =

= XiXiΓij +XiXjΓji + 2ΓijXiΓij+

+2Γ2
jiti + tikikj + kiΓij(ki − kj) = 0.

Èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ ñêîáêè è ôîðìóëó (9), ïî-
ëó÷èì

XiXjΓji = XjXiΓji + ΓjiXiΓji − ΓijXjΓji =

= Xj(tiΓji) + Γ2
jiti − ΓijXjΓji.

Èñïîëüçóÿ (10), äèôôåðåíöèðóåì

Xj(tiΓji) = (Xjti)Γji+tiXjΓji = −2tiΓ2
ji+tiXjΓji.

Â èòîãå, åùå ðàç èñïîëüçóÿ (6), ïîëó÷èì (13).

Èññëåäóåì ëèíèþ F i
j , îïèñûâàåìóþ ôîêóñîì

Fj ïðè äâèæåíèè m ∈ M âäîëü fi. Ðàññìîòðèì
êàñàòåëüíûé âåêòîð

lij = kjXi + Γijn

ê F i
j . Çàìå÷àåì, ÷òî l

i
j = Nj , ò.å. ñîâïàäàåò ñ íîð-

ìàëüþ ê ïëîñêîñòè πj , ñîäåðæàùåé ëèíèþ êðè-
âèçíû fj , i 6= j.

Òåîðåìà 3.Ëèíèÿ F i
j ïëîñêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ñîïðèêàñàþ-
ùóþñÿ ïëîñêîñòü Πi

j , îïðåäåëÿåìóþ âåêòîðàìè

lij, ∂il
i
j = Xil

i
j , è ïîêàæåì, ÷òî îíà ïîñòîÿííàÿ

âäîëü Xi. Èìååì

∂Xi l
i
j = (Xikj)Xi + kj(∇XiXi + kin) + (XiΓij)n−

−ΓijkiXi = Γij(ki − kj)Xi + kj(−ΓjiXj + kin)+

+(XiΓij)n− ΓijkiXi = −ΓijkjXi − ΓjikjXj+

+(kikj +XiΓij)n =
XiΓij

Γij
lij + kjT

i
j ,

ãäå

T i
j = −(

XiΓij

Γij
+ Γij)Xi − ΓjiXj + kin. (14)

∂XiT
i
j = −{ (XiXiΓij)Γij − (XiΓij)2

Γ2
ij

+

+XiΓij}Xi − (
XiΓij

Γij
+ Γij)(−ΓjiXj + kin)−

−(XiΓji)Xj − Γ2
jiXi + (Xiki)n− k2

iXi =

{−ΓijXiXiΓij − (XiΓij)2

Γ2
ij

−XiΓij − Γ2
ji−

−k2
i }Xi + {(XiΓij

Γij
+ Γij)Γji −XiΓji}Xj+

{−(
XiΓik

Γij
+ Γij)ki +Xiki}n.
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Èñïîëüçóåì (9),(13). Ïîëó÷èì

∂XiT
i
j = −(

XiΓij

Γij
− ti)T i

j . (15)

Òàêèì îáðàçîì, ∂Xi l
i
j , ∂XiT

i
j ∈ Πi

j . Êðèâàÿ F i
j

ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè

Πi
j = {lij, T i

j}. (16)

Ñëåäñòâèå 1.T i
j , T

j
i , i 6= j îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. < T j
i , T

i
j >= 0, i 6= j è ñè-

ëó (6).
Ñëåäñòâèå 2. Ïëîñêîñòè Πj

i ,Π
i
j , i 6= j îðòî-

ãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì íîðìàëü
N i

j = [lij , T
i
j ] ê ïëîñêîñòè Πi

j . Èìååì

N i
j = ΓijΓjiXi − (XiΓij + Γ2

ij+ (17)

+kikj)Xj − kjΓjin.

< N i
j , N

j
i >= 0, i 6= j â ñèëó (6).

Ñëåäñòâèå 3.Ïëîñêîñòü Πi
j , ñîäåðæàùàÿ

ôîêàëüíóþ êðèâóþ F i
j è ïëîñêîñòü πi, ñîäåðæà-

ùàÿ ëèíèþ êðèâèçíû fi, ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿ-

ìîé, ïàðàëëåëüíîé T i
j .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (11) è (14) ñëåäóåò

T i
j = −(

XiΓij

Γij
+ Γij)Xi + νi,

ãäå νi � âåêòîð êðèâèçíû êðèâîé fi. Òàê êàê
Xi, νi ∈ πi, òî è T

i
j ∈ πi.

Íà êàñàòåëüíîé ïðÿìîé ê ëèíèè êðèâèçíû fi

ðàññìîòðèì òî÷êó

Pi = r − 1
Γij

Xi. (18)

Êîãäà òî÷êà m(r) ∈ fi îïèñûâàåò ëèíèþ êðè-
âèçíû fi. Òî÷êà Pi îïèøåò ëèíèþ P i

i .

Ñëåäñòâèå 4.Ëèíèÿ P i
i � ïðÿìàÿ, ïàðàë-

ëåëüíàÿ T i
j .

Äîêàçàòåëüñòâî.

∂XiPi = Xi +
XiΓij

Γ2
ij

Xi−

1
Γij

(∇XiXi + kin) = − 1
Γij

T i
j , ∂XiT

i
j ||T i

j .

Ñëåäñòâèå 5.Åñëè ïîâåðõíîñòü M åñòü

öèêëèäà Äþïåíà, òî êðèâàÿ F i
j åñòü êîíè÷åñêîå

ñå÷åíèå, à ïðÿìàÿ P i
i ïàðàëëåëüíàÿ äèðåêòðèñå

êðèâîé F i
j .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîâåðõíîñòü M åñòü
öèêëèäà Äþïåíà, òî [1]-[7] Xiki = 0, ôîêóñ Fi

ïîñòîÿííûé âäîëü ëèíèè êðèâèçíû fi, êîòîðàÿ
åñòü îêðóæíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëè ê ïî-
âåðõíîñòè M âäîëü fi îáðàçóþò êîíóñ, ïëîñêàÿ
êðèâàÿ F i

j åñòü êîíè÷åñêîå ñå÷åíèå, à ïðÿìàÿ

P i
i ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ

è ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà ïàðàëëåëüíà äè-
ðåêòðèñå êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ [7, ñòð.36].
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ÓÄÊ 514.765

Â.Â. Øåâåëåâ

ÒÎÏÎËÎÃÈß ËÎÊÀËÜÍÎ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÕ ÑÅÒÅÉ
ÍÀÒßÍÓÒÛÕ ÍÀ ÂÛÏÓÊËÓÞ ÏßÒÈÓÃÎËÜÍÓÞ
ÃÐÀÍÈÖÓ

Àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû Øòåéíåðà äîêàçû-
âàåòñÿ óæå îäíèì òåì ôàêòîì, ÷òî óæå íà ïðî-
òÿæåíèè áîëåå ÷åì 200 ëåò èíòåðåñ ê íåé íå îñëà-
áåâàåò, è ÷òî íå ìàëîâàæíî íå òîëüêî ó ìàòåìà-
òèêîâ. Âåäü ïðîáëåìà ïîèñêà êðàò÷àéøåé ñåòè
çàòÿãèâàþùåé n íåïîäâèæíûõ äàííûõ òî÷åê íà-
õîäèò ïðèìåíåíèå â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ
íàóêè è òåõíèêè (áîëåå ïîäðîáíî [1,2,3,4]).

È õîòÿ ñåé÷àñ óæå ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî
àëãîðèòìîâ ïîçâîëÿþùèõ íàéòè ëîêàëüíî ìè-
íèìàëüíîå äåðåâî, çàòÿãèâàþùåå äàííûå òî÷-
êè, íàïðèìåð àâòîðîì â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ,
áûë îïèñàí ýôôåêòèâíûé ïîëèíîìèàëüíûé àë-
ãîðèòì ïîçâîëÿþùèé óìåíüøèòü äëèíó ÅÌÎÄ
áîëåå ÷åì íà 3%. Íî, òåì íå ìåíåå, â îáùåì ñëó-
÷àå ïðîáëåìàØòåéíåðà îñòàëàñü ïîêà íå ðåøåí-
íîé. È îäíà èç ïðè÷èí ýòîãî, áîëüøîå êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ òîïîëîãèé âîçìîæíûõ ëîêàëü-
íî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé, êîòîðûå âîçìîæíî íàòÿ-
íóòü íà äàííûå n íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Â äàííîé
ðàáîòå, àâòîð îïèøåò âîçìîæíîå òîïîëîãè÷åñêîå
óñòðîéñòâî ñåòåé íàòÿíóòûõ íà âûïóêëóþ ãðà-
íèöó ñîñòîÿùóþ èç 5 òî÷åê.

Ðàíåå ïîäîáíîé ïðîáëåìîé (îïèñàíèå âîç-
ìîæíûõ òîïîëîãèé) çàíèìàëèñü ïðîôåññîðà
ÌÃÓ À.Î. Èâàíîâ, À.À. Òóæèëèí, â ñâîèõ ñòà-
òüÿõ îíè îïèñàëè ñòðóêòóðó ýêñòðåìàëüíûõ ñå-
òåé íàòÿíóòûõ íà ïðàâèëüíûå 5 - 6 óãîëüíèêè.

Â ýòîé ðàáîòå àâòîð ïðåäëàãàåò èíîé ïîä-
õîä ê èçó÷åíèþ ñòðóêòóðû ñåòåé, êîòîðûé ïîç-
âîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû, äëÿ
âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ (íå îãðàíè÷èâàåòñÿ

òîëüêî ïðàâèëüíûìè è êâàçèïðàâèëüíûìè ìíî-
ãîóãîëüíèêàìè).

Ïðåæäå âñåãî, ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëå-
íèÿ:

Âåðøèíó áóäåì íàçûâàòü ãðàíè÷íîé èëè
âíåøíåé, åñëè îíà ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ÄØ.

Ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå äâå ãðàíè÷íûå âåðøè-
íû, íàçîâåì ãðàíè÷íûì (âíåøíèì).

Äåðåâîì Øòåéíåðà ñ ãðàíèöåé (ÄØÃ) áó-
äåì íàçûâàòü ãðàô, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå
îáúåäèíåíèÿ Äåðåâà Øòåéíåðà (ÄØ) è ìíîãî-
óãîëüíèêà íàòÿíóòîãî íà ãðàíè÷íûå âåðøèíû
ÄØ (ïîä ìíîãîóãîëüíèêîì â äàííîì ñëó÷àå ïî-
íèìàåòñÿ îãðàíè÷èâàþùàÿ åãî ëîìàíàÿ). Î÷å-
âèäíî, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ îáðàòèìà, â èòîãå îá-
ðàòíîé îïåðàöèè ìû èç ÄØÃ ïîëó÷èì ÄØ, áî-

ëåå òîãî îòîáðàæåíèå ñòàâÿùåå ÄØ â ñîîòâåò-
ñòâèå ÄØÃ- ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì ñî-
îòâåòñòâèåì. Ïðè÷åì óñëîâèå, ÷òî ïðè óäàëåíèè
âíåøíèõ âåðøèí èç ãðàôà, ãðàô ïðåâðàùàåòñÿ â
ÄØ - ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äîñòàòî÷íûì ïðè-
çíàêîì, òîãî ÷òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ ÄØÃ. Äàëåå â
ýòîé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÄØÃ, ïî-
íèìàÿ ÷òî åñëè èç íåãî óäàëèòü âíåøíèå ðåáðà
ìû ïîëó÷èì ÄØ.

Ðèñ. 1

1. Êàê âèäíî ÄØÃ ýòî ãðàô, âñå ñòåïåíè âåð-
øèí êîòîðîãî ðàâíû 3 (äëÿ ïîäâèæíûõ òî÷åê,
ïî ñâîéñòâàì ÄØ, à òàê êàê ãðàíè÷íûé ìíîãî-
óãîëüíèê - çàìêíóò, òî â êàæäîé ãðàíè÷íîé òî÷-
êå ñõîäèòñÿ äâå ãðàíè÷íûõ (âíåøíèõ) ðåáðà è
îäíà âíóòðåííåå, òî åñòü ñòåïåíü ðàâíà 3).

2. Â ÄØÃ êàæäàÿ ãðàíü, êðîìå âíåøíåé,
èìååò ðîâíî îäíî âíåøíåå ðåáðî. Èíà÷å, åñëè íå
èìååò íè îäíîãî âíåøíåãî ðåáðà, òî ýòà ãðàíü
ïîðîäèò öèêë ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ÄØÃ â ÄØ,
à òàê êàê ÄØ - äåðåâî , òî îíî íå ñîäåðæèò
öèêëîâ, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Â ñëó÷àå åñëè
ãðàíü èìååò áîëåå îäíîãî âíåøíåãî ðåáðà, òîãäà
ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ÄØÃ â ÄØ, ýòà ãðàíü ðàñ-
ïàäàåòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû, ïðè÷åì ýòè êîìïî-
íåíòû íå ìîãóò áûòü ñâÿçíû â ñèëó âûïóêëîñòè
ãðàíè÷íîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

3. Èç ïðåäûäóùåãî ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ãðàíü
ñîäåðæèò ðîâíî 2 ãðàíè÷íûõ òî÷êè.

4. Â êàæäîé ãðàíè÷íîé òî÷êå ñõîäÿòñÿ ðîâíî
2 âíåøíèõ ðåáðà è îäíî âíóòðåííåå, èíà÷å: åñ-
ëè ïðåäïîëîæèòü ÷òî ãðàíè÷íîé âåðøèíå èíöè-
äåíòíî òîëüêî îäíî âíåøíåå ðåáðî, òî ïîëó÷àåì
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÷òî ãðàíè÷íûé ìíîãîóãîëüíèê íå çàìêíóò ÷òî
íåâîçìîæíî, åñëè íè îäíîãî ðåáðà, òî î÷åâèä-
íî òàêàÿ âåðøèíà íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ âíåøíåé, è
ñëó÷àé êîãäà âåðøèíå èíöèäåíòíî 3 ãðàíè÷íûõ
ðåáðà íåâîçìîæåí â ñèëó òîãî, ÷òî ãðàíè÷íûé
ìíîãîóãîëüíèê âûïóêëûé.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ òîïîëî-
ãèè íåâûðîæäåííîãî ÄØ íàòÿíóòîãî íà âûïóê-
ëóþ 5 óãîëüíóþ ãðàíèöó. Â ñèëó íåâûðîæäåí-
íîñòè ÄØ, èç [2] èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî âíóò-
ðåííèõ òî÷åê íà 2 ìåíüøå ÷åì êîëè÷åñòâî âíåø-
íèõ íåïîäâèæíûõ, òî÷åê è ðàâíî 3. Èç (3) ñëå-
äóåò, ÷òî ãðàíè â òàêîì ÄØÃ íå ìîãóò ñîäåð-
æàòü áîëåå 3 âíóòðåííèõ òî÷åê, òî åñòü âîçìîæ-
íû ëèøü 3, 4 è 5 óãîëüíûå ãðàíè.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ýéëåðà è
ñâîéñòâîì, ÷òî ñòåïåíü âñåõ âåðøèí ðàâíà 3, ñî-
ñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé íåèçâåñòíûìè â êîòî-
ðîé áóäóò êîëè÷åñòâà òðåóãîëüíûõ (Ã3), ÷åòû-
ðåõóãîëüíûõ (Ã4) è ïÿòèóãîëüíûõ (Ã5) ãðàíåé.
Ïîëó÷àåì:

Ã3+Ã4+Ã5=5
3Ã3+4Ã4+5Ã5=19
Ïîëó÷èì ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè:

Ã4= 6-2Ã3

Ã5=Ã3-1

Äëÿ óäîáñòâà ïî ðåøåíèþ ñèñòåìû ñîñòàâèì
òàáëèöó êîëè÷åñòâà ãðàíåé:

Ã3 1 2 3

Ã4 4 2 0

Ã5 0 1 2

Ìû ïîëó÷èëè 3 ðàçëè÷íûõ íàáîðà, óäàëèì èç
ðàññìîòðåíèÿ çàâåäîìî íå âîçìîæíûå.

1. Íàïðèìåð èç íàáîðà Ã4=4, Ã3=1, Ã5=0
íåâîçìîæíî ñîñòàâèòü íè îäíîãî ÄØÃ, äîêàæåì
ýòîò ôàêò. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âîçìîæíûå
ñêëåéêè ÷åòûðåõóãîëüíûõ ãðàíåé, äëÿ óäîáñòâà
áóäåì èõ òîæå îáîçíà÷àòü Ã4, ïîìíÿ ÷òî òàê æå
ìû îáîçíà÷àåì è êîëè÷åñòâî ãðàíåé.

Ðèñ. 2

Ñëó÷àé êîãäà 2 Ã4 èìåþò äâå îáùèå ïîäâèæ-
íûå òî÷êè âîçìîæåí òîëüêî â ÷åòûðåõóãîëüíè-
êå, íà ðèñ. 2 èçîáðàæåí ýòîò ñëó÷àé.

Ðèñ. 3

Äåéñòâèòåëüíî ïóñòü 2 Ã4 ñêëååíû òàêèì îá-
ðàçîì, ïîïûòàåìñÿ çàìåíèòü ëþáóþ èç Ã3 (íà-
ïðèìåð ïðàâóþ, î÷åâèäíî ïðè ýòîì ìû íå òåðÿåì
îáùíîñòè) êàêèì òî äðóãèì âèäîì ãðàíè, åñëè
âìåñòî íåå âñòàâèòü Ã4 (ðèñ. 3), â ñèëó òîãî ÷òî
ñòåïåíè ãðàíè÷íûõ âåðøèí ðàâíû 3, è ïðèíÿâ
ôàêò ÷òî â ëþáîé ãðàíè÷íîé âåðøèíå ïåðåñåêà-
þòñÿ äâà âíåøíèõ ðåáðà, òî î÷åâèäíî ïîëó÷àåì
÷òî âñòàâëåííàÿ Ã4 èìååò áîëåå 1 âíåøíåãî ðåá-
ðà, ÷òî íåâîçìîæíî, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ
ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ ëþáîãî äðóãîãî âèäà ãðà-
íåé, ñëåäîâàòåëüíî, òàêàÿ ñêëåéêà Ã4 âîçìîæíà
ëèøü â 4 óãîëüíîé ãðàíèöå.

Äðóãîé ñëó÷àé (ðèñ. 4) - êîãäà Ã4 èìåþò
ëèøü ïî îäíîé îáùåé òî÷êå, â ýòîì ñëó÷àå äëÿ
ðàçìåùåíèÿ óæå 3 Ã4 íåîáõîäèìî 4 ïîäâèæíûõ
òî÷êè, à ïî óñëîâèþ èõ íå áîëåå 3, òî åñòü è òàêîå
ðàñïîëîæåíèå íå âîçìîæíî.

Ðèñ. 4

Âèäèì ÷òî èç ýòîãî íàáîðà íåëüçÿ ñîñòàâèòü íè
îäíîãî ÄØÃ.

Äàëåå ðàññìîòðèì êîìáèíàöèþ, 3 - Ã3, è 2 -
Ã5.

Ëþáàÿ Ã5 òðåáóåò 3 ïîäâèæíûå òî÷êè, ïðè
ñêëåéêå äâóõ Ã5 íåîáõîäèìî â ëó÷øåì ñëó÷àå 4
ïîäâèæíûõ òî÷êè (ðèñ. 5), à ïî óñëîâèþ èõ ëèøü
3, òàêèì îáðàçîì, è ýòà êîìáèíàöèÿ íå âûïîëíè-
ìà.

Èòàê, äâà ïðåòåíäåíòà ìû óæå îòáðîñèëè,
îñòàëñÿ îäèí.

Èç êîìáèíàöèè 2 - Ã3, 2 - Ã4, 1 - Ã5 , ïî êðàé-
íåé ìåðå, 1 òîïîëîãèþ ìû ìîæåì çàäàòü, îíà
èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1. Ïîñ÷èòàåì ñêîëüêî âñå-
ãî ðàçëè÷íûõ òîïîëîãèé ìîæíî çàäàòü èç ýòîãî
íàáîðà ãðàíåé.
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Ðèñ. 5

Ïåðâàÿ îöåíêà êîëè÷åñòâà òîïîëîãèé. Ïîñ÷èòà-
åì îáùåå êîëè÷åñòâî êîìáèíàöèé êîòîðûå ìîæ-
íî ñîñòàâèòü åñëè êîëè÷åñòâî Ã3=2, Ã4=2, Ã5=1,
ïðè÷åì êîìáèíàöèè ïîëó÷àåìûå ïðè öèêëè÷å-
ñêîé ïåðåñòàíîâêå î÷åâèäíî îáðàçóþò îäíó è òó
æå òîïîëîãèþ. Òîãäà êîëè÷åñòâî òîïîëîãèé (Ò):

Ò=( (Ã3+Ã4+Ã5)! )/(2!*2!*1!*(Ã3+Ã4+Ã5))=
=5!/(2!*2!*1!*5)=3!=6

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ãðóáóþ îöåíêó êîëè÷å-
ñòâà ðàçëè÷íûõ òîïîëîãèé, äëÿ å¼ óòî÷íåíèÿ
íàéäåì íåäîïóñòèìûå ñî÷åòàíèÿ ãðàíåé.

Çàìåòèì ÷òî, òîïîëîãèþ ìîæíî çàêîäèðî-
âàòü, âûïèñàâ â ñòðî÷êó ãðàíè, êîòîðûå ìû
âñòðå÷àåì ïðè îáõîäå ãðàíèöû ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, ïðè÷åì íåâàæíî ñ êàêîé èç ãðàíè÷íûõ
âåðøèí ìû íà÷íåì îáõîä, òàêóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü áóäåì äàëåå íàçâàòü êîäîì ÄØ èëè (â
ñèëó âçàèìíîîäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó
ÄØ è ÄØÃ) êîäîì ÄØÃ. Î÷åâèäíî ÷òî êîä
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîïîëîãèþ, çàäàþùóþ èçî-
ìîðôíûå ñåòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
äðóã èç äðóãà ïîâîðîòàìè. Íàïðèìåð êîä òî-
ïîëîãèè èçîáðàæåííîé íà ðèñ1 ìîæíî çàïèñàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì Ã5, Ã3, Ã4, Ã4, Ã3. Äàëåå
äëÿ óäîáñòâà, ñî÷åòàíèÿ ãðàíåé áóäåì ïðåäñòàâ-
ëÿòü êóñêàìè êîäà, íàïðèìåð ñî÷åòàíèå èçîáðà-
æåííîå íà ðèñ.4 ìîæíî çàïèñàòü êàê . . . Ã4, Ã4,
Ã4. . .

Ïåðå÷èñëèì íåâîçìîæíûå (çàïðåùåííûå) ñî-
÷åòàíèÿ ãðàíåé:

1. . . . Ã3, Ã3. . . � (ðèñ 6) åñëè ãðàô ñîäåð-
æèò òàêîå ñî÷åòàíèå, òî îí íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ
ÄÃØ, òàê êàê åñëè óáðàòü ãðàíèöó, ïîëó÷èì áî-
ëåå îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû, ÷òî íå âîçìîæíî
â ñèëó ñâÿçíîñòè ÄØ. Ñóùåñòâóåò 3 ðàçëè÷íûå
òîïîëîãèè ñîäåðæàùèõ ýòî çàïðåùåííîå ñî÷åòà-
íèå( Ã5, Ã4, Ã4, Ã3 , Ã3; Ã5, Ã4, Ã3, Ã3, Ã4; Ã5,
Ã3, Ã3,
Ã4, Ã4 ) êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü òîæå íåâîçìîæ-
íû, ñëåäîâàòåëüíî ÷èñëî âîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ
òîïîëîãèé óìåíüøàåòñÿ íà 3. 6-3=3.

Ðèñ. 6

2. . . . Ã4, Ã3, Ã4. . . - òàêîå ñî÷åòàíèå âîçìîæíî
ëèøü â ÄØ íàòÿíóòîì íà 4 óãîëüíèê, ïîòîìó
÷òî åñëè 4 óãîëüíûå ãðàíè íå èìåþò îáùåãî ðåá-
ðà , òî ñòåïåíü âåðøèíû îáùå¼ äëÿ ýòèõ ãðà-
íåé áóäåò ðàâíà 4, ÷òî íåäîïóñòèìî, à åñëè Ã4
èìåþò îáùåå ðåáðî, òî âî âòîðîé èõ îáùåé ïî-
äâèæíîé âåðøèíå íèêàêîé ãðàíè êðîìå Ã3 âñòà-
âèòü íåëüçÿ, èíà÷å ïîëó÷èì ãðàô íå ÿâëÿþùèé-
ñÿ ÄØÃ, âèäèì ÷òî ìû ïîëó÷àåì òîïîëîãèþ ÷å-
òûðåõóãîëüíîé ãðàíèöû, à ïî óñëîâèþ íàñ èíòå-
ðåñóåò 5 óãîëüíàÿ ãðàíèöà. Òàêèì îáðàçîì, ïî-
ëó÷àåì åù¼ 2 íåäîïóñòèìûõ òîïîëîãèè (Ã5, Ã3,
Ã4, Ã3, Ã4; Ã5, Ã4, Ã3, Ã4, Ã3), òåì ñàìûì óìåíü-
øèâ êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ òîïîëîãèé âîçìîæ-
íûõ äëÿ 5 óãîëüíîé ãðàíèöû äî îäíîé (6-3-2=1).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî 5 óãîëüíàÿ
ãðàíèöà äîïóñêàåò ëèøü îäíó òîïîëîãèþ.

Ðàíåå â [1], áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
". . . Íåâûðîæäåííûõ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñå-
òåé, çàòÿãèâàþùèõ òèïè÷íóþ ãðàíèöó, ñîñòîÿ-
ùóþ èç 5 òî÷åê, ìîæåò áûòü íå áîëåå 8. . . ", êàê
âèäíî èç âûøåñêàçàííîãî, òàêèõ ñåòåé ìîæåò
áûòü íå áîëåå 5,òàê êàê òîïîëîãèÿ îäíà, è ñåòè
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòîâ èëè
öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê êîäà, ÷òî â ïðèíöè-
ïå îäíî è òîæå, êîëè÷åñòâî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê
ðàâíî 5, òî åñòü ïîëó÷àåì ÷òî ðàçëè÷íûõ ñåòåé
áóäåò 5. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíûõ ëîêàëüíî
ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà âûïóêëîé ïÿòèóãîëüíîé
ãðàíèöå íå áîëåå 5.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè ÷òî âñåãî âîç-
ìîæíî íå áîëåå 5 ñåòåé, ïðè÷åì ìû ëåãêî ìîæåì
îïèñàòü èõ ñòðóêòóðó, à çíàÿ ñòðóêòóðó, ïðèíÿâ
ïîäâèæíûå òî÷êè çà ïåðåìåííûå, ìîæíî ñîñòà-
âèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ êàæäîé ñåòè è ðå-
øèâ å¼ íàéòè êîîðäèíàòû òî÷åê. Òî åñòü ñîñòà-
âèâ è ðåøèâ äëÿ âñåõ ñåòåé ñèñòåìû ìû ïîëó÷èì
óæå äåðåâüÿØòåéíåðà âûáðàâ èç êîòîðûõ êðàò-
÷àéøåå ïîëó÷èì àáñîëþòíîå ÄØ.

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ëîêàëü-
íî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íà âûïóêëîé 5 óãîëüíîé
ãðàíèöå ìîæåò áûòü íå áîëåå 5. Ïðè÷åì ãîðàç-
äî âàæíåå ïî ìíåíèþ àâòîðà, ýòî ïðåäëîæåí-
íûé ìåòîä. Ïðîâåäÿ ïðàêòè÷åñêè àíàëîãè÷íûå
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èññëåäîâàíèÿ ëåãêî ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîå îãðà-
íè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ
ñåòåé è äëÿ 6 óãîëüíîé ãðàíèöû, íåîáõîäèìî
ó÷åñòü ëèøü òîò ôàêò, ÷òî 6 óãîëüíàÿ ãðàíèöà
äîïóñêàåò óæå íå áîëåå îäíîé 6 óãîëüíîé ãðàíè.

Ìèíóñ æå äàííîãî ìåòîäà â òîì ÷òî, ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ãðàíèö ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì âåð-

øèí, ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì
âàðèàíòîâ êîìáèíàöèé è ïîðîé êðàéíå ñëîæíî
îïðåäåëèòü, äîïóñòèìà ëè êîìáèíàöèÿ èëè íåò.
Â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ àâòîð ïîïûòàåòñÿ èçó-
÷èòü òîïîëîãèè äëÿ ãðàíèö ñ áîëüøèì êîëè÷å-
ñòâîì âåðøèí.
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ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÜ ÏÐÎÃÍÎÇÈÐÎÂÀÍÈß
ÂßÇÊÎÓÏÐÓÃÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂ ÏÎËÈÌÅÐÍÎÃÎ

ÊÎÌÏÎÇÈÒÀ Ñ ÊÎÌÁÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÌ
ÍÀÏÎËÍÈÒÅËÅÌ

Ïðàêòèêà ñîçäàíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ÏÊÌ
àêòèâíî ñòèìóëèðóåò ðåøåíèÿ ãëàâíîé ïðîáëå-
ìû ìåõàíèêè íåîäíîðîäíûõ ñðåä - óñòàíîâëå-
íèå êîëè÷åñòâåííûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ìèê-
ðîñòðóêòóðîé êîìïîçèòà è åãî ìåõàíè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè. Îäíàêî êëàññè÷åñêàÿ â ñâîåé ïîñòà-
íîâêå çàäà÷à äàëåêà îò çàâåðøåíèÿ, è ÿâëÿåòñÿ
âåñüìà àêòóàëüíîé. Ýòî îáóñëîâëåíî ìíîãîîáðà-
çèåì ÏÊÌ, ðàçëè÷àþùèìèñÿ êà÷åñòâåííûìè è
êîëè÷åñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè, à òàêæå ìàòå-
ìàòè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè.

Àíàëèç ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ îñíîâ íàïîëíå-
íèÿ ïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ [1,2], óêàçûâàåò íà
òî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè êîìïîçèòîâ ñ äèñïåðñíî-
âîëîêíèñòûì íàïîëíèòåëåì çàíèìàþò ïðîìåæó-
òî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó äàííûìè äëÿ äâóõêîì-
ïîíåíòíûõ ìàòåðèàëîâ. ×èñëîâûå çíà÷åíèÿ ýòèõ
õàðàêòåðèñòèê ñíèçó îãðàíè÷èâàþòñÿ ñâîéñòâàì
íå íàïîëíåííîé ïîëèìåðíîé ìàòðèöû, à ñâåðõó
ñâîéñòâàìè îñíîâíîãî âîëîêíèñòîãî íàïîëíèòå-
ëÿ.

Ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëüêèõ ðàñ÷åòíûõ ìîäå-
ëåé [3-5] ñòàâèò ïåðåä èññëåäîâàòåëÿìè çàäà÷ó
âûáîðà íàèáîëåå êîððåêòíîé, äëÿ îïèñàíèÿ êîì-
ïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà ñ çàäàííîé ñòðóêòóðîé.
Ïîñêîëüêó æåñòêîñòè ñîñòàâëÿþùèõ êîìïîçèò-
íûõ ìàòåðèàëîâ ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ, çíà÷åíèÿ
ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê íåîäíîðîäíûõ ìà-
òåðèàëîâ ìîæíî îöåíèòü òîëüêî íåðàâåíñòâàìè.

Îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ ìåõà-
íèêè êîìïîçèòîâ ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííûé ìåòîä
Õàøèíà-Øòðèêìàíà, êîòîðûé áåç ñòðóêòóðíûõ
îãðàíè÷åíèé ïîçâîëÿåò îöåíèòü âåðõíþþ è íèæ-
íþþ ãðàíèöó óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê. Ðåøåíèÿ
áûëè ïîëó÷åíû ïðè ðàññìîòðåíèè äåôîðìàöèè
óïðóãîãî ñôåðè÷åñêîãî âêëþ÷åíèÿ, îêðóæåííî-
ãî ñëîåì ìàòðèöû, â áåñêîíå÷íîé èçîòðîïíîé
ñðåäå. Ïðèíèìàÿ ãèïîòåçó êóñî÷íî-îäíîðîäíîãî
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, äëÿ
äâóõêîìïîíåíòíîé èçîòðîïíîé ñðåäû ïîëó÷åíû
ñîîòíîøåíèÿ [6,7] äëÿ îöåíêè ñäâèãîâîãî Gc ìî-
äóëÿ ìàòåðèàëà.

G1 +
V2(G2 −G1)

1 + V1Q1(G2 −G1
) ≤ Gc ≤

≤ G+
V1(G1 −G2)

1 + V2Q2(G1 −G2
) (1)

ãäå i = 1, 2 - èíäåêñû ôàç (1 - ñîîòâåòñòâóåò ìà-
òåðèàëó ìàòðèöû, 2 - ìàòåðèàëó íàïîëíèòåëÿ);

Vi - îáúåìíîå ñîäåðæàíèå ôàç;
Gi - ñäâèãîâûé ìîäóëü ôàç;

Qi = 6(Ki+2Gi)
5Gi(3Ki+4Gi)

;

Ki - îáúåìíûé ìîäóëü ôàç.
Åñëè ìîäóëü óïðóãîñòè âêëþ÷åíèÿ çíà÷è-

òåëüíî ïðåâîñõîäèò ìîäóëü ìàòðèöû, è ÷àñòèöû
íàïîëíèòåëÿ èçîëèðîâàíû äðóã îò äðóãà, ÷òî ñî-
îòâåòñòâóåò íàøèì ñèñòåìàì, ìîæíî ïðèìåíÿòü
ñëåäóþùåå ðåøåíèå

Gc = Gm+

+
V2(Gf −Gm)

1 + (1 − V2)(Gf −Gm) 6(Km+2Gm)
5Gm(3Km+4Gm)

, (2)

ãäå èíäåêñ c - ñîîòâåòñòâóåò êîìïîçèöèîííîìó
ìàòåðèàëó, f - íåïðåðûâíîìó íàïîëíèòåëþ, m -
ìàòåðèàëó ìàòðèöû.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â îáëàñòè ìàëûõ
êîíöåíòðàöèé (V2 → 0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëè-
íåàðèçîâàííîå ñîîòíîøåíèå (2). Ýòî ñîîòíîøå-
íèå àíàëîãè÷íî ðåøåíèÿì äëÿ ìîäåëè ñðåäû ñ
ìàëîé îáúåìíîé äîëåé ñôåðè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé
(åäèíè÷íîå âêëþ÷åíèå, âíåäðåííîå â áåñêîíå÷-
íóþ ìàòðèöó).

Cc

Cm
= 1 +

15(1 − vm)(G−G)V2

(7 − 5vm)Gm + 2(4 − 5vm)G
, (3)

ãäå vm - êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòðèöû.
Íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ìóëüòèïëèêàòèâíî-

ñòè [8], ðàñ÷åò óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïîçè-
òà ñ êîìáèíèðîâàííûì íàïîëíèòåëåì ðåêîìåí-
äóåì ïðîâîäèòü â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå âû-
÷èñëÿåì õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåãî ñîáîé ìàòðèöó ñ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííûì äèñïåðñíûì íàïîëíèòåëåì. Çàòåì, ïðè-
íèìàåì çà îäíîðîäíóþ ìàòðèöó, äàííóþ ñèñòåìó
è ðàññ÷èòûâàåì ñâîéñòâà êîìïîçèòà íà îñíîâå
íåïðåðûâíûõ âîëîêîí.

Èçâåñòíî, ÷òî ìåõàíèçì óïðî÷íåíèÿ çàâèñèò
îò ðàçìåðà ÷àñòèö è èõ ðàñïîëîæåíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå. Ó÷åò ýòèõ ôàêòîðîâ îãðàíè÷èâàåòñÿ
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â ïðåäëîæåííûõ ìîäåëÿõ ââåäåíèåì â íåðàâåí-
ñòâà âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùåé ñòåïåíü íà-
ïîëíåíèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû èñêëþ÷èòü âîçìîæ-
íûå íåòî÷íîñòè â îïðåäåëåíèè ìîäóëÿ ñäâèãà ïî
ìîäåëè Õàøèíà-Øòðèêìàíà, ñâÿçàííûå ñ íåó÷å-
òîì ñâîéñòâ ñëîåâ, ñôîðìèðîâàííûõ ïîä âëèÿíè-
åì ïîâåðõíîñòè íàïîëíèòåëÿ âîñïîëüçóåìñÿ ìî-
äåëüþ, ïðåäëîæåííîé Ã.À. Ëóùåéêèíûì [9]. Ñî-
ãëàñíî ýòîé ìîäåëè íàïîëíåííûé ïîëèìåð ñîñòî-
èò èç äâóõ ÷àñòåé - "óñèëåííîé", ñîñòîÿùåé èç
÷àñòèö íàïîëíèòåëÿ ñ ñîðáèðîâàííûì ïîëèìå-
ðîì, è íåñîðáèðîâàííîãî ïîëèìåðà.

Gc = VyGy + (1 − Vy)Gm, (4)

ãäå Vy - îáúåìíîå ñîäåðæàíèå óñèëåííîé ÷àñòè,
îò. åä.;

Gy - ñäâèãîâîé ìîäóëü óïðóãîñòè óñèëåííîé
÷àñòè, ÃÏà;

Gm - ñäâèãîâîé ìîäóëü óïðóãîñòè íåíàïîë-
íåííîãî ïîëèìåðà, ÃÏà.

Ïðè ýòîì ñäâèãîâîé ìîäóëü óïðóãîñòè ñîðáè-
ðîâàííîãî ïîëèìåðà Gy â ε − 1 ðàç âûøå ñäâè-
ãîâîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè íåñîðáèðîâàííîãî ïî-
ëèìåðà Gm, ãäå ε - äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöà-
åìîñòü ïîëèìåðà. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëèìåð íà-
ïîëíåí ÷àñòèöàìè, ôîðìà è ãåîìåòðè÷åñêèå ðàç-
ìåðû êîòîðûõ íàì èçâåñòíû. Ïðåäñòàâèì îáúåì
óñèëåííîé ÷àñòè, â ñëåäóþùåì âèäå.

Vy = Ví + Vym, (5)

ãäå Ví - îáúåìíîå ñîäåðæàíèå íàïîëíèòåëÿ,
îò.åä.; Vym - îáúåì, çàíèìàåìûé ñîðáèðóåìûì
ïîëèìåðîì, îò.åä.

Îáúåì çàíèìàåìûé ñîðáèðóåìûì ïîëèìåðîì

Vym = SV · h, (6)

ãäå SV - ïîâåðõíîñòü ÷àñòèöû îòíåñåííàÿ ê åäè-
íèöå îáúåìà, ì2/ì3;

h - òîëùèíà ñîðáèðîâàííîãî ïîëèìåðà, ì.
Â ÷àñòíîñòè:
äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö

SV ≈ 6
D

(7)

äëÿ ÷åøóåê

SV ≈ 2
h1
, (8)

ãäå h1 - òîëùèíà ÷åøóéêè.

Èç òåõíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîðîøêîâûõ
íàïîëíèòåëåé, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ìîäèôèêà-
öèè ýïîêñèäíîãî ïîëèìåðà, èçâåñòíû çíà÷åíèÿ
óäåëüíîé ïîâåðõíîñòè è ïëîòíîñòè íàïîëíèòå-
ëåé, òîãäà

SV = Sóä · ρ, (9)

ãäå Sóä - óäåëüíàÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, ì
2/ã;

ρ - ïëîòíîñòü, ã/ì3.

Ðàññ÷èòàåì, êàêîâà òîëùèíà ñîðáèðîâàííîãî
ñëîÿ ïîëèìåðà h ïðè îïðåäåëåííîì ñîäåðæàíèè
íàïîëíèòåëÿ. Ñíà÷àëà íàéäåì ÷èñëî ÷àñòèö â 1
ì3 ñìåñè

N =
Ví
Vp

(10)

ãäå Vp - îáúåì îäíîé ÷àñòèöû, â ñëó÷àå ñôå-
ðè÷åñêèõ ÷àñòèö Vp = 4/3π( D

2 )3. Äëÿ ÷åøóåê
Vp = a2t.

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîâåðõíîñòü ÷àñòèö ñ
ñîðáèðîâàííûì ïîëèìåðîì çàíèìàåò âåñü îáúåì,
ïîýòîìó

h =
1

N · S1
, (11)

ãäå S1 - ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè îäíîé ÷àñòèöû,
ì2, S1 = πD2.

Ýêñïðåññ ìåòîäîì äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìî-
äóëÿ ñäâèãà íàïîëíåííîãî ìàòåðèàëà ìîæíî
ñ÷èòàòü ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ñ ïðèìåíåíèåì ôîð-
ìóëû [10]

K =
Gí

Gm
(12)

Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíà ãðàôè÷åñêàÿ ÷àñòü
ðåøåíèÿ, çàâèñèìîñòü K îò îáúåìíîãî ñîäåðæà-
íèÿ íàïîëíèòåëÿ â "óñèëåííîé" ôàçå.
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Ðèñóíîê 1 - çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà Ê îò îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ íàïîëíèòåëÿ ïðè ðàçëè÷íîì
îòíîøåíèè Gí/Gm.

Ðÿä 1 - Gí/Gm= 100; Ðÿä 2 - Gí/Gm = 25; Ðÿä 3 - Gí/Gm = 10; Ðÿä 4 - Gí/Gm = 5;
Ðÿä 5 - Gí/Gm = 2.

- îáëàñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåøåíèþ äëÿ ñèñòåì ñ ñîäåðæàíèåì óëüòðàäèñïåðñíîãî íàïîëíèòåëÿ
V → 0 è ñîîòíîøåíèåì Gí

Gm
= 100.

Ïðè ñòåïåíÿõ íàïîëíåíèÿ ëåæàùèõ â ïðåäå-
ëàõ 0 ≤ Ví ≤ 0, 01 è îòíîøåíèè Gí/Gm ≈ 100,
êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ Ê ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
îò 2,8 äî 3.

Äëÿ îöåíêè âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ îïè-
ñàííûõ âûøå ìîäåëåé äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ
óïðóãèõ ñâîéñòâ ïîëèìåðîâ íàïîëíåííûõ äèñ-
ïåðñíûìè ÷àñòèöàìè ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ, ìîð-

ôîëîãèè ïðè ñòåïåíÿõ íàïîëíåíèÿ íå ïðåâûøà-
þùèõ 0,01 íàìè áûëè èññëåäîâàíû îáðàçöû íà
îñíîâå ýïîêñèäíîãî ñâÿçóþùåãî, íàïîëíåííîãî
óëüòðàäèñïåðñíûìè ÷àñòèöàìè ñèíòåòè÷åñêîãî
àëìàçà è ÷àñòèöàìè êîðóíäà.

Ñâîéñòâà íàïîëíèòåëåé ïðèâåäåíû â òàáëèöå
1.

Òàáëèöà 1

Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîðîøêîîáðàçíûõ íàïîëíèòåëåé

* ïîðîøîê ÿâëÿåòñÿ ïîëèäèñïåðñíûì, â íåì ïðèñóòñòâóþò òðè óðîâíÿ àãðåãàöèè - 10-60 íì, 100 íì
** äîëÿ àëìàçíîé ôàçû ïî îòíîøåíèþ ê îáùåìó óãëåðîäó - 45 - 55 %, ïëîòíîñòü ïèêíîìåòðè÷åñêàÿ

ÓÄÀ-Ñ è ÓÄÀ-Ã ñîñòàâëÿåò 3,3 ã/ ñì3, ïîðîøêè ñåäèìåíòàöèîííî óñòîé÷èâû, ñêîðîñòü îñàæäåíèÿ 0,6-0,9
ìêì/ìèí

*** ðàçìåð ÷àñòèö ïðèâåäåí â ìèêðîìåòðàõ, ïîðîøîê ìîíîôàçåí, ïëîòíîñòü ïèêíîìåòðè÷åñêàÿ ñîñòàâ-
ëÿåò 3,6 ã/ ñì 3
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Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê (à
èìåííî ìîäóëÿ ñäâèãà) îáðàçöîâ ýïîêñèäíîãî
ñâÿçóþùåãî íàïîëíåííûõ äèñïåðñíûì íàïîëíè-
òåëåì.

Ïðåäëîæåííûé ìîäåëüíûé ïîäõîä ïîçâîëÿ-
åò ïîëó÷èòü ïðîñòåéøèå àíàëèòè÷åñêèå çàâèñè-
ìîñòè óïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòðè÷íûõ ïîëèìåðíûõ
êîìïîçèòîâ, íàïîëíåííûõ æåñòêèìè ÷àñòèöàìè
îò ñëåäóþùèõ ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ: ðàññòî-

ÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè ÷àñòèö è ðàçìåðàìè ÷à-
ñòèö, êîòîðûå â ïðåäëîæåííûõ ìîäåëÿõ ó÷òåíû
ñòåïåíüþ íàïîëíåíèÿ, îáúåìîì óñèëåííîé ôà-
çû. Îäíàêî íåâîçìîæíî ó÷åñòü ðåàëüíîå ðàç-
ìåùåíèå ýëåìåíòîâ ãåòåðîãåííîé ñðåäû è óñëî-
âèÿ íà èõ ïîâåðõíîñòÿõ, âçàèìíîå âëèÿíèå ïî-
âåðõíîñòåé. Ýòè òðóäíîñòè ïðèâîäÿò ê íåêîòî-
ðîìó óñðåäíåíèþ ðåçóëüòàòîâ ïðè âû÷èñëåíèè
è ê íåñîîòâåòñòâèþ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàí-
íûìè.

Òàáëèöà 2

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé óïðóãèõ

õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû ýïîêñèäíîå ñâÿçóþùåå + æåñòêèå âêëþ÷åíèÿ

* ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî ìîäåëè Õàøèíà-Øòðèêìàíà
** ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ìîäåëè Ëóùåéêèíà

Ïðèâåäåì ãðàôè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü êîýô-
ôèöèåíòà óñèëåíèÿ Ê îò îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ

äèñïåðñíîãî íàïîëíèòåëÿ (ðèñóíîê 2).

Ðèñóíîê 2 - Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ Ê îò îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ ïîðîøêà óëüòðàäèñïåðñíîãî
àëìàçà
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Àíàëèç ïîëó÷åííûõ äàííûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî
÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì ïóòåì â ñèñòåìàõ ñ ÓÄÀ-Ñ (Ví = 0, 1%),
ñ ÓÄÀ-Ã (Ví = 0, 05 è 0, 01%), ñ êîðóíäîì
(Ví = 5%), óêëàäûâàþòñÿ â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
çíà÷åíèé ìîäóëÿ ñäâèãà, â òàê íàçûâàåìóþ âà-

ðèàöèîííóþ âèëêó Õàøèíà-Øòðèêìàíà.
Â òî æå âðåìÿ, â ñèñòåìàõ ñ ÓÄÀ-Ñ

(Ví = 0, 01; 0, 05%), ÓÄÀ-Ã (Ví = 0, 01%) ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ñäâèãà ëåæèò
íèæå íèæíåé ãðàíèöû ìîäóëÿ, à äëÿ êîðóíäà
(Ví = 5%) âûøå âåðõíåé ãðàíèöû.

Ðèñóíîê 3 - Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ Ê îò îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ êîðóíäà

Áîëüøåé ñõîäèìîñòüþ îáëàäàþò äàííûå, ïî-
ëó÷åííûå ïî ìîäåëè Ëóùåéêèíà. Ýòî õîðîøî
ïðîñëåæèâàåòñÿ è íà ãðàôè÷åñêîé çàâèñèìîñòè
êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ Ê îò ñòåïåíè íàïîëíå-
íèÿ. Íà ðèñóíêå 2 îò÷åòëèâî âèäíî, ÷òî õîðî-
øàÿ ñõîäèìîñòü ñ òåîðåòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïî
II ìîäåëè íàáëþäàåòñÿ ïðè ñòåïåíè íàïîëíåíèÿ
ÓÄÀ-Ñ è ÓÄÀ-Ã ðàâíîé 0,1 îá. %. Ïðè ñòåïåíè
íàïîëíåíèÿ óëüòðàäèñïåðñíûìè ÷àñòèöàìè 0,01
îá. % äàííûå ýêñïåðèìåíòà ïî ñèñòåìàì ñ ÓÄÀ-
Ñ è ÓÄÀ-Ã ñîâïàäàþò, íî îòëè÷àþòñÿ îò ïðî-
ãíîçèðóåìûõ ïðèáëèçèòåëüíî íà 30 %, â ñòîðîíó

óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ. È ñîâñåì íåîáû÷åí (îò-
íîñèòåëüíî ïðîãíîçà) õîä êðèâûõ ïðè ñòåïåíè
íàïîëíåíèÿ 0,05 îá. %. Ïðè ýòîì äëÿ ñèñòåìû ñ
ÓÄÀ-Ã îòêëîíåíèå îò îæèäàåìîãî çíà÷åíèÿ ñî-
ñòàâëÿåò 18 % â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ, à äëÿ ÓÄÀ-
Ñ íà 45 % â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ñòåïåíü íàïîëíåíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ äëÿ
äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ. Â ýòèõ ñèñòåìàõ ïðèðî-
äà äèñïåðñíîãî íàïîëíèòåëÿ îò÷åòëèâî ïðîÿâëÿ-
åò ñâîå âëèÿíèå íà ñòðóêòóðó ïîëèìåðà, êîòîðîå
ïðèâîäèò ê íåïðåäñêàçóåìûì ðåçóëüòàòàì.

Äëÿ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå äèñïåðñ-
íîãî íàïîëíèòåëÿ ÷àñòèöû êîðóíäà ñõîäèìîñòü
ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà è òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ-
÷åòîâ ïî ìîäåëè II õîðîøàÿ, îòêëîíåíèå ðåçóëü-

òàòîâ íå ïðåâûøàåò 10 % (ïðîÿâëÿåòñÿ íà ñòå-
ïåíÿõ íàïîëíåíèÿ áîëåå 1 %).

Ïðèâåäåì àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè êîýô-
ôèöèåíòà îæèäàåìîãî óñèëåíèÿ äëÿ îáðàçöîâ
óãëåïëàñòèêà íà îñíîâå ýïîêñèäíîãî ñâÿçóþùå-
ãî ìîäèôèöèðîâàííîãî óëüòðàäèñïåðñíûì ñèí-
òåòè÷åñêèì àëìàçíûì ïîðîøêîì (äàííûé êîì-
ïîíåíòíûé ñîñòàâ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ
óëó÷øåíèÿ âÿçêî-óïðóãèõ ñâîéñòâ óãëåïëàñòè-
êà). Äëÿ îáðàçöîâ óãëåïëàñòèêà ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå äàííûå äëÿ ìîäóëÿ ñäâèãà ëåæàò â ïðå-
äåëàõ îò 3 äî 3,3 ÃÏà. Ýòè çíà÷åíèÿ ëåæàò â èí-
òåðâàëå äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûõ ðàñ-
÷åòíûì ïóòåì, è áëèçêè ê îáëàñòè íèæíåé ãðà-
íèöû ìîäóëÿ.

Íà ðèñóíêå 4 ïðåäñòàâëåíà ãðàôè÷åñêàÿ çà-
âèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ Ê â îáðàçöàõ
óãëåïëàñòèêà îò ñîäåðæàíèÿ äèñïåðñíîé ôàçû.

Íà ïðåäñòàâëåííîé çàâèñèìîñòè îò÷åòëèâî
ïðîÿâèëîñü ðàñõîæäåíèå â òåîðåòè÷åñêè ïðåä-
ñêàçàííûõ ðåçóëüòàòàõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
çíà÷åíèÿõ ïðè ñîäåðæàíèè ÓÄÀ-Ñ 0,05 îá. %.
Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ýôôåêò îò ìî-
äèôèêàöèè ñâÿçóþùåãî åùå ÿð÷å ïðîÿâèëñÿ ïðè
êîìáèíèðîâàííîì íàïîëíåíèè. Ñëåäîâàòåëüíî,
äàííàÿ ñòåïåíü íàïîëíåíèÿ òðåáóåò äîïîëíè-
òåëüíûõ èññëåäîâàíèé äëÿ èçó÷åíèÿ âîçíèêàþ-
ùåãî ñèíåðãåòè÷åñêîãî ýôôåêòà.
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Ðèñóíîê 4 - Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ Ê îò îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ ÓÄÀ-Ñ

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïðîãíîçèðó-
åìûõ çíà÷åíèé ìîäóëÿ ñäâèãà ïîëèìåðíîãî ñâÿ-
çóþùåãî, ìîäèôèöèðîâàííîãî æåñòêèìè ÷àñòè-
öàìè è êîìïîçèòà íà åãî îñíîâå ïîêàçàëè:

1. Ìîäóëü ñäâèãà ýïîêñèäíîãî ñâÿçóþùå-
ãî ìîäèôèöèðîâàííîãî ìàëûì êîëè÷åñòâîì
(Ví → 0) æåñòêîãî äèñïåðñíîãî íàïîëíèòåëÿ
èìååò îïðåäåëåííûå ãðàíèöû, ñíèçó îí îãðàíè-
÷åí çíà÷åíèåì ìîäóëÿ ñäâèãà äëÿ ýïîêñèäíîãî
ïîëèìåðà (Gm=0,95ÃÏà), à ñâåðõó õàðàêòåðè-
ñòèêàìè íàïîëíèòåëÿ.

2. Â îáëàñòè î÷åíü ìàëûõ ñòåïåíåé íàïîëíå-
íèÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû ïðå-
âûøàþò íèæíþþ â 1,5-2 ðàçà.

3. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ñäâèãà âàðüèðó-
åòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0,98 äî 1,12.

4. Ðàñ÷åòíûé êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ ëåæèò
â ïðåäåëàõ îò 1 äî 1,18.

5. Äëÿ êîìïîçèòà íà îñíîâå íåïðåðûâíîãî

óãëåðîäíîãî íàïîëíèòåëÿ ñ ìîäèôèöèðîâàííîé
ìàòðèöåé ìîäóëü ñäâèãà äîëæåí ëåæàòü â ïðå-
äåëàõ îò 0,97 äî 5,2

6. Îæèäàåìûé êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ äëÿ
ìàòåðèàëà ñ êîìáèíèðîâàííûì íàïîëíåíèåì íå
äîëæåí ïðåâûøàòü 5,5.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî àíàëè-
çà ïîêàçàëî, ÷òî äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ êîìáèíèðî-
âàííûì íàïîëíåíèåì (äèñïåðñíî-âîëîêíèñòûì),
â êîòîðûõ ðàçìåðû è ñòåïåíü íàïîëíåíèÿ äèñ-
ïåðñíîé ôàçû íå ïðåâûøàþò 1 ìêì è 0,01 ñî-
îòâåòñòâåííî, ïðèìåíåíèå òðàäèöèîííûõ ìîäå-
ëåé çàòðóäíèòåëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî ðàçðàáîò-
êà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ ïðîãíîçèðîâà-
íèÿ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ ñ êîìáè-
íèðîâàííûì íàïîëíèòåëåì ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé
çàäà÷åé äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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Ï.Ä. Ãîëóáü

ÝËÅÊÒÐÎÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ
ÏÎËÈÌÅÐÎÂ

Îáû÷íûå îðãàíè÷åñêèå ïîëèìåðû, íå
ïîäâåðãíóòûå îáðàáîòêå, ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé èçîëÿòîðû. Îñîáåííîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ïîëèìåðîâ ñîñòîèò â èõ î÷åíü íèç-
êîé ýëåêòðîïðîâîäíîñòè, êîòîðàÿ íå ïðå-
âûøàåò 10−14 Îì−1·ñì−1, â òî âðåìÿ êàê
ïðîâîäèìîñòü ìåòàëëîâ ëåæèò â äèàïàçîíå
104 − 106 Îì−1·ñì−1.

Îáøèðíûå èññëåäîâàíèÿ, ñîáðàííûå â ðàáîòå
[1], ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå ýëåêòðî-
ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëèìåðíûõ ìàòå-
ðèàëîâ:

a) óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå ëåæèò â øèðîêîì
äèàïàçîíå - îò çíà÷åíèé, õàðàêòåðíûõ äëÿ ïîëó-
ìåòàëëîâ (10−8 Îì·ñì), äî çíà÷åíèé, õàðàêòåð-
íûõ äëÿ äèýëåêòðèêîâ (1013 Îì·ñì);

b) òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëå-
íèÿ ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì, îòðèöàòåëü-
íûì è, ïî êðàéíåé ìåðå â îïðåäåëåííîì èíòåð-
âàëå, íóëåâûì;

c) ïîäâèæíîñòü íîñèòåëåé òîêà ëåæèò â äèà-
ïàçîíå îò î÷åíü ìàëûõ çíà÷åíèé äî 100 ñì2/Â·ñ;

d) òåðìîýäñ ýòèõ âåùåñòâ ìîæåò äîñòèãàòü
íåñêîëüêèõ ñîòåí ìêÂ/Ê.

Äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî ó îðãàíè-
÷åñêèõ âåùåñòâ, êîòîðûå ìîãóò êðèñòàëëèçî-
âàòüñÿ â ìîëåêóëÿðíûå ðåøåòêè, íå èìåþò
èñòèííîé ýëåêòðîííîé ïðîâîäèìîñòè, íàïðè-
ìåð, îáóñëîâëåííîé òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûìè
π-ýëåêòðîíàìè, òàê êàê ýòè ýëåêòðîíû ïðî÷íî
ñâÿçàíû íà ýëåêòðîííûõ îðáèòàõ. Îäíàêî, èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé ïðèâåëè ê
âîçìîæíîñòè íàäåëèòü ïîëèìåðû òàêîé æå ïðî-
âîäèìîñòüþ, êàê è ìåòàëëû. Ýòîãî óäàëîñü äî-
áèòüñÿ, ââîäÿ â ïîëèìåðíîå âåùåñòâî ðàçëè÷íî-
ãî ðîäà ïðîâîäÿùèå äîáàâêè, òàêèå êàê ïîðîø-
êè àëþìèíèÿ, ìåòàëëè÷åñêèå âîëîêíà, ãîëëàíä-
ñêóþ ñàæó. Ïðè ýòîì ýëåêòðîïðîâîäíîñòü îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ ïåðåíîñîì çàðÿäà ÷åðåç ïðîâîäÿùèå
ó÷àñòêè ïîëó÷åííîãî ìàòåðèàëà, ðàññåÿííûå ïî
èñõîäíîé ìàòðèöå ïîëèìåðà.

Òàêèå ìàòåðèàëû îáëàäàþò âíåøíåé ïðîâî-
äèìîñòüþ, ïîñêîëüêó åå îáåñïå÷èâàþò âêëþ÷åí-
íûå â ìàòðèöó ïîëèìåðà òîêîïðîâîäÿùèå äî-
áàâêè. Îäíàêî ýôôåêòèâíîñòü ïåðåíîñà çàðÿäîâ
ïðè ýòîì íåâåëèêà, ïîýòîìó è ýëåêòðîïðîâîä-
íîñòü îáîãàùåííûõ òàêèì îáðàçîì ïîëèìåðîâ íå
ïðåâûøàåò 10 Îì−1·ñì−1[2].

Äëÿ ñîçäàíèÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì â êà÷åñòâå

ìàòðèö, íàïîëíÿåìûõ ïðîâîäÿùèìè äîáàâêàìè,
ìîãóò ñëóæèòü ðàçëè÷íûå ïîëèìåðû, â òîì ÷èñ-
ëå è îáëàäàþùèå âûñîêèìè èçîëÿöèîííûìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè (íàïðèìåð, ïîëèâèíèëõëîðèä,
ïîëèóðåòàí, íàéëîíû). Ïðîâîäèìîñòü îáîãàùåí-
íûõ ïîëèìåðîâ îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì äîáà-
âîê, ââåäåííûõ â ìàòðèöó, è äîñòèãàåò çíà÷åíèé
îò 10−4 äî 10 Îì−1·ñì−1.

Íåñìîòðÿ íà îòíîñèòåëüíî íåâûñîêóþ ýëåê-
òðîïðîâîäíîñòü èõ (ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòàëëàìè),
òàêèå âåùåñòâà óæå ñåé÷àñ íàõîäÿò øèðîêîå
ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå. Â ÷àñòíîñòè, îíè ïîç-
âîëÿþò ðåøàòü òàêóþ âàæíóþ òåõíè÷åñêóþ ïðî-
áëåìó, êàê ïîäàâëåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîìåõ,
âîçíèêàþùèõ â êîìïàêòíûõ ðàäèîýëåêòðîííûõ
ñèñòåìàõ èç-çà óâåëè÷åíèÿ ïëîòíîñòè ðàçìåùå-
íèÿ â íèõ êîìïîíåíò ýëåêòðîííûõ ñõåì. Ýêðàíè-
ðîâàíèå ïàðàçèòíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó-
÷åíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì íàíåñåíèÿ íà ýëåê-
òðîííûå ñõåìû (èëè èõ ÷àñòè) èçîëÿöèîííûõ ïî-
êðûòèé. Ïðè ýòîì òàêèå ýêðàíèðóþùèå ïîêðû-
òèÿ äîëæíû îáëàäàòü ïðîâîäèìîñòüþ îò 10−2

äî 10−1 Îì−1·ñì−1, ÷òî êàê ðàç è ñîîòâåòñòâóåò
âîçìîæíîñòÿì ïîëèìåðîâ ñ âíåøíåé ïðîâîäèìî-
ñòüþ.

Äðóãàÿ ïðîáëåìà, ðåøàåìàÿ ñ ïîìîùüþ îáî-
ãàùåííûõ ïîëèìåðîâ ñ ïîâûøåííîé ýëåêòðîïðî-
âîäíîñòüþ, ñîñòîèò â âîçíèêíîâåíèè â ýëåêòðîí-
íûõ ñõåìàõ íàâåäåííûõ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ çà-
ðÿäîâ ïðè ôóíêöèîíèðîâàíèè ðàäèîàïïàðàòóðû
â øèðîêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò. Ýòè çàðÿäû ñîçäà-
þò ñòîëü èíòåíñèâíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ â
êîìïàêòíûõ ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâàõ, ÷òî ìî-
ãóò íå òîëüêî îãðàíè÷èòü èõ òåõíè÷åñêèå âîç-
ìîæíîñòè, íî è äàæå âûâåñòè èç ñòðîÿ îòäåëü-
íûå ÷óâñòâèòåëüíûå ýëåìåíòû ìèêðîñõåì. ×òî-
áû ðàññåÿòü ýòè çàðÿäû, íåîáõîäèìî èñïîëüçî-
âàòü â êà÷åñòâå çàùèòíûõ ïîêðûòèé ìàòåðèàëû,
ýëåêòðîïðîâîäíîñòü êîòîðûõ ëåæèò â ïðåäåëàõ
îò 10−4 äî 10−1 Îì−1·ñì−1, ÷òî ìîãóò îáåñïå-
÷èòü ïîëèìåðû ñ âíåøíåé ïðîâîäèìîñòüþ.

Äîáèòüñÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè ïî âåëè÷èíå
áëèçêîé ê ìåòàëëè÷åñêîé óäàåòñÿ ëåãèðîâàíè-
åì ïîëèìåðîâ, òî åñòü õèìè÷åñêèì ïóòåì, ÷åì
îáåñïå÷èâàåòñÿ âíóòðåííÿÿ ïðîâîäèìîñòü ìà-
òåðèàëà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâå-
ñòè ïîëèàöåòèëåí, ïîëó÷àåìûé ïóòåì õèìè÷å-
ñêîé ïîëèìåðèçàöèè àöåòèëåíà. Â ëåãèðîâàí-
íîì ñîñòîÿíèè îí îáëàäàåò ïðîâîäèìîñòüþ ïî-
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ðÿäêà 103 − 105 Îì−1·ñì−1, òî åñòü ñðàâíèìîé
ñ ýëåêòðîïðîâîäíîñòüþ ìåòàëëîâ. Â íåëåãèðî-
âàííîì ñîñòîÿíèè ýòîò ïîëèìåð îáëàäàåò ïðî-
âîäèìîñòüþ, õàðàêòåðíîé äëÿ ïîëóïðîâîäíèêîâ
( 10−7 Îì−1·ñì−1).

Íà ïðèìåðå ýòîãî îðãàíè÷åñêîãî âåùåñòâà
ìîæíî ïðîñëåäèòü çà ìåõàíèçìîì ïðîâîäèìî-
ñòè îáîãàùåííûõ äîáàâêàìè ïîëèìåðîâ, êîòî-
ðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïîäâèæíîñòè ýëåê-
òðîíîâ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, èç êîòîðûõ ñî-
ñòîÿò òàêèå ìàòåðèàëû. Èçâåñòíî, ÷òî ýëåêòðî-
íû ìîãóò ó÷àñòâîâàòü â îáðàçîâàíèè äîñòàòî÷-
íî ïðî÷íûõ êîâàëåíòíûõ ñâÿçåé ìåæäó àòîìà-
ìè. Àòîìû, ïðî÷íî ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì, íå
ìîãóò ñâîáîäíî ïåðåìåùàòüñÿ, ÷òî õàðàêòåðíî
äëÿ èçîëÿòîðîâ. Îäíàêî ïîëèìåðû, ñîñòîÿùèå
èç àòîìîâ, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé êîâàëåíòíû-
ìè ñâÿçÿìè, ìîãóò ñòàòü ïðîâîäíèêàìè, áëàãî-
äàðÿ òîìó, ÷òî â îðãàíè÷åñêèõ ìîëåêóëàõ ñóùå-
ñòâóþò îòëè÷íûå îò êîâàëåíòíûõ π-ñâÿçè.

Ïîëèàöåòèëåí, õèìè÷åñêóþ ôîðìóëó êîòî-
ðîãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê [−CH = CH−]n,
èìååò ìîëåêóëó â âèäå äëèííîé öåïî÷êè àòîìîâ
óãëåðîäà, ñîåäèíåííûõ ïîïåðåìåííî îäèíàðíîé
è äâîéíîé ñâÿçüþ. Òàê êàê ÷åòûðåõâàëåíòíûé
àòîì óãëåðîäà ìîæåò âñòóïèòü â ñâÿçü ñ ÷åòûðü-
ìÿ äðóãèìè àòîìàìè, òî ó íåãî îñòàåòñÿ îäèí
ñâîáîäíûé ýëåêòðîí, ñïîñîáíûé îáðàçîâàòü äî-
ïîëíèòåëüíóþ áîëåå ñëàáóþ π-ñâÿçü. Êàê è ó
âñåõ îñòàëüíûõ ýëåêòðîíîâ âåðîÿòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ, ó÷àñòâóþùèõ â π-ñâÿçÿõ,
îïèñûâàåòñÿ îðáèòàëüþ. Â ïîëèìåðàõ, îáëàäàþ-
ùèõ âíóòðåííåé ïðîâîäèìîñòüþ, ïåðåêðûâàíèå
(èëè ñîïðÿæåíèå) π-îðáèòàëåé ïðèâîäèò ê îá-
ðàçîâàíèþ ñâåðõìîëåêóëÿðíîé îðáèòàëè, â êî-
òîðîé ýëåêòðîíû ìîãóò ñâîáîäíî ïåðåìåùàòüñÿ,
îáåñïå÷èâàÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòü ìàòåðèàëà.

Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî áîëåå ÷óâñòâè-
òåëüíûìè ê ïðîâîäÿùèì äîáàâêàì ÿâëÿþò-
ñÿ ïîëèìåðû, ñîäåðæàùèå â ñâîåé õèìè÷åñêîé
ñòðóêòóðå ôåíèëüíûå ãðóïïû C6H5 (áåíçîëüíûå
êîëüöà), êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íàëè÷èåì
áîëüøîãî ÷èñëà ñîïðÿæåííûõ äâîéíûõ ñâÿçåé
[1,3,4]. Áåíçîëüíîå êîëüöî îáëàäàåò ñïåöèôè÷å-
ñêîé ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåò ýëåêòðîííûå ïîëóïðîâîäíèêîâûå ñâîéñòâà
îòäåëüíûõ ïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ. Â áåíçîëü-
íîì êîëüöå âñå àòîìû âîäîðîäà æåñòêî ñâÿçà-
íû σ-ñâÿçÿìè â åãî ïëîñêîñòè. Â òî æå âðåìÿ
2pz-îðáèòàëè óãëåðîäà íàïðàâëåíû ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî ýòîé ïëîñêîñòè, ðàñïîëîæåíû êîìïëàíàð-
íî è âñòóïàþò â ðåçîíàíñíîå âçàèìîäåéñòâèå.
Â ðåçóëüòàòå òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èíäèâèäó-
àëüíûå 2pz-îðáèòàëè óãëåðîäà îáðàçóþò êîëëåê-
òèâíóþ π-îðáèòàëü äåëîêàëèçîâàííûõ ýëåêòðî-

íîâ, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà íàä è ïîä ïëîñêîñòüþ
êîëüöà. Èìåííî äåëîêàëèçîâàííûå π-ýëåêòðîíû
ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëüíûìè èñòî÷íèêàìè ñâîáîä-
íûõ íîñèòåëåé çàðÿäîâ. Òàêèå π-ýëåêòðîíû, õà-
ðàêòåðèçóþùèåñÿ âûñîêîé ïîäâèæíîñòüþ, ñðàâ-
íèòåëüíî íèçêîé ýíåðãèåé ýëåêòðîííîãî âîçáóæ-
äåíèÿ, íåáîëüøîé ýíåðãèåé èîíèçàöèè, âûñî-
êîé ìîëåêóëÿðíîé ïîëÿðèçóåìîñòüþ, îïðåäåëÿ-
þò îñíîâíûå ýëåêòðîííûå ñâîéñòâà ïîëóïðîâîä-
íèêîâîãî ìàòåðèàëà.

Ê ÷èñëó ïîäîáíûõ ìàòåðèàëîâ ìîæíî îòíå-
ñòè òàêèå ïîëèìåðû, êàê ïîëèñòèðîë è ïîëèôå-
íèëèçîáóòèëñèëñåñêâèîêñàí, ñîäåðæàùèå â áî-
êîâûõ öåïÿõ ôåíèëüíûå ãðóïïû, à òàêæå ïîëèà-
íèëèí, îñíîâíàÿ öåïü çâåíà êîòîðîãî ñîñòîèò èç
áåíçîëüíûõ êîëåö, ñâÿçàííûõ ïîñðåäñòâîì àòî-
ìîâ àçîòà. Õèìè÷åñêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïîëèìåðîâ
âêëþ÷åíèåì â áåíçîëüíîå êîëüöî îñíîâíîé öåïè
àòîìîâ àçîòà (ïîëèïèððîë) èëè ñåðû (ïîëèòèî-
ôåí) ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ èõ ýëåêòðîïðîâîä-
íîñòè äî 102 Îì−1·ñì−1 äàæå áåç ââåäåíèÿ â íèõ
ïðîâîäÿùèõ äîáàâîê.

Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâè-
ÿõ ïîëèìåðíûå ìàòåðèàëû ìîãóò ïðîÿâëÿòü
äàæå ñâîéñòâà ñâåðõïðîâîäíèêîâ. Ïðàêòè÷åñêè
óæå ñèíòåçèðîâàí ïåðâûé îðãàíè÷åñêèé ñâåðõ-
ïðîâîäíèê, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïîëèìåð ñî
ñòðóêòóðíîé ôîðìóëîé (SN)n è èìåþùèé êðè-
òè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó 0, 26K. À â òåîðèè, ïðåä-
ëîæåííîé Ó. À. Ëèòòëîì, ïðåäñêàçûâàåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèìåðíîãî ñâåðõ-
ïðîâîäíèêà ñ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðîé âûøå
êîìíàòíîé (âïëîòü äî 1000 Ê).

Íåñìîòðÿ íà ñòîëü ìíîãîîáåùàþùèå ïåð-
ñïåêòèâû èñïîëüçîâàíèÿ îáîãàùåííûõ ïîëèìåð-
íûõ ñèñòåì, èìåþò ìåñòî ñóùåñòâåííûå îãðà-
íè÷åíèÿ òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ïðåïÿòñòâóþ-
ùèå ïðîöåññó àêòèâíîãî âíåäðåíèÿ èõ â ïðàê-
òèêó. Äåëî â òîì, ÷òî ââåäåíèå ïðîâîäÿùèõ äî-
áàâîê â ìàòðèöó (äî 15%) çàìåòíî ñíèæàåò ìå-
õàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëèìåðîâ. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå ïðè ñîçäàíèè îïòèìàëüíûõ ïî ñâîé-
ñòâàì ñòðóêòóð íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü êîððå-
ëÿöèþ ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèìè è ìåõàíè÷åñêè-
ìè ïàðàìåòðàìè ïîëèìåðîâ. Ïîïûòêè èçó÷åíèÿ
ïîäîáíîé êîððåëÿöèè ïðåäïðèíèìàëèñü ðàíåå.
Òàê, ïî äàííûì ðàáîòû [5] îòìå÷åí îäèíàêî-
âûé õàðàêòåð ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññîâ äèýëåêòðè-
÷åñêîé è ìåõàíè÷åñêîé ðåëàêñàöèè â ðÿäå ïîëè-
ìåðîâ. Â ÷àñòíîñòè, â ïîëèñòèðîëå è â ïîëèàë-
êàíèìèäå, ñîäåðæàùèõ â ìîíîìåðíûõ çâåíüÿõ
ôåíèëüíûå ãðóïïû, òåìïåðàòóðû ðåëàêñàöèîí-
íûõ ïåðåõîäîâ, îáíàðóæåííûå ìåõàíè÷åñêèìè
è ýëåêòðè÷åñêèìè èññëåäîâàíèÿìè, ïðàêòè÷åñêè
ñîâïàäàþò.
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Äîâîëüíî ëþáîïûòíóþ çàêîíîìåðíîñòü îáíà-
ðóæèëè Ñòàðê è Ãàðòîí [6]. Îíè ïðèøëè ê âûâî-
äó, ÷òî êðèâàÿ çàâèñèìîñòè ýëåêòðè÷åñêîé ïðî÷-
íîñòè ïîëèýòèëåíà ïîõîæà ïî ôîðìå íà êðè-
âóþ çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ óïðóãîñòè ýòîãî ïîëè-
ìåðà îò òåìïåðàòóðû. Õàðàêòåðíî, ÷òî çíà÷å-
íèå ýëåêòðè÷åñêîé ïðî÷íîñòè óìåíüøàåòñÿ ïî
ìåðå ïîâûøåíèÿ òåìïåðàòóðû äî òåõ ïîð, ïîêà
íå ðàñïëàâÿòñÿ âñå êðèñòàëëû, à çàòåì îñòàåòñÿ
ïðèáëèçèòåëüíî ïîñòîÿííûì. Ýòî óêàçûâàåò íà
íåïîñðåäñòâåííóþ ñâÿçü ìåæäó ýëåêòðè÷åñêîé è
ìåõàíè÷åñêîé ïðè÷èíîé ðàçðóøåíèÿ ïîëèìåðà.
Òàêîå ïîâåäåíèå ìîæíî ïîíÿòü, åñëè äîïóñòèòü,
÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âûçûâàåò ñæàòèå îáðàç-
öà äî íåêîòîðîé ñòåïåíè, çàâèñÿùåé îò çíà÷åíèÿ
åãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè, ïîñëå ÷åãî ïðîèñõîäèò åãî
ðàçðóøåíèå (ìåõàíè÷åñêîå).

Èñõîäÿ èç òàêèõ ïðåäïîëîæåíèé, àâòîðû [6]
ïîëó÷èëè ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå íàïðÿæå-
íèå ïðîáîÿ ïîëèìåðà ñ åãî ìîäóëÿìè óïðóãîñòè.
Èñïîëüçóÿ èäåþ Ñòàðêà è Ãàðòîíà î òîì, ÷òî
ýëåêòðè÷åñêèé ïðîáîé ïîëèìåðíîãî ìàòåðèàëà
ñâÿçàí ñ ìåõàíè÷åñêèì ðàçðûâîì öåïåé, ïîëó-
÷èì ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïðîáèâíîå íà-
ïðÿæåíèå ñ ìîäóëåì Þíãà ýòîãî ìàòåðèàëà.

Ïðè íàëîæåíèè íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî
íàïðÿæåíèÿ U ê îáðàçöó òîëùèíîé h ïðîáèâ-
íîå íàïðÿæåíèå Uïð. ÷èñëåííî áóäåò ðàâíÿòüñÿ
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E.
E = U/h = Uïð..

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

ωý =
1
2
εε0E

2

èëè ωý =
1
2
εε0U

2
ïð

Ãäå ε - äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðå-
äû, ε0 - ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â òî æå âðåìÿ îòíîñèòåëüíàÿ äåôîðìàöèÿ
îáðàçöà ∆h

h ïðè ìîäóëå Þíãà Y âîçìîæíà ïðè
ïëîòíîñòè ýíåðãèè (ýíåðãèè äåôîðìàöèè):

ωì =
Y

2

(∆h
h

)2

Ïðèðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòåé ýíåðãèè ωý è
ωì, ïîëó÷èì:

Uïð =
∆h
h

√
Y

εε0
(1)

Âûðàæåíèå (1) ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü íàïðÿæå-
íèå ïðîáîÿ ïîëèìåðíîãî ìàòåðèàëà ïî åãî ìî-
äóëþ Þíãà äëÿ ëþáîé òåìïåðàòóðíîé îáëàñòè,
â òîì ÷èñëå è ïðè òåìïåðàòóðå æèäêîãî ãåëèÿ.

Ñïðàâåäëèâîñòü òàêîãî óòâåðæäåíèÿ ïîäòâåð-
æäàåòñÿ ñîïîñòàâëåíèåì çíà÷åíèÿ Uïð ðàññ÷è-
òàííûõ ïî ôîðìóëå (1) è èçìåðåííûõ ïðÿìû-
ìè ìåòîäàìè äëÿ ïîëèñòèðîëà è ïîëèìåòèëìå-
òàêðèëàòà [3], êîòîðûå õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîäû íîñèòåëåé îò îäíîé
öåïè ñîïðÿæåíèÿ â äðóãóþ ìîæíî çàôèêñèðî-
âàòü ïî èçìåíåíèþ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè è ïîëè-
ìåðíûõ ïîëóïðîâîäíèêîâ â çàâèñèìîñòè îò ÷à-
ñòîòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Â ðàáîòå [3] ïîêàçà-
íî, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè ÷àñòîòû îò íóëÿ äî 5
ÌÃö ýëåêòðîïðîâîäíîñòü äàæå òàêîãî ïîëèìåðà
êàê ïîëèýòèëåí âîçðàñòàåò íà 10 ïîðÿäêîâ, äî-
ñòèãàÿ íàñûùåíèÿ (ò.å. äàëüíåéøåå ïîâûøåíèå
÷àñòîòû íå ñîïðîâîæäàåòñÿ çàìåòíûì èçìåíåíè-
åì ýëåêòðîïðîâîäíîñòè).

Â ñèëó ñêàçàííîãî èññëåäîâàíèÿ öåëåñîîá-
ðàçíî ïðîâîäèòü íà ÷àñòîòàõ ïîðÿäêà íåñêîëü-
êèõ ìåãàãåðö. Èìåííî òàêèå ÷àñòîòû íàìè áû-
ëè èñïîëüçîâàíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ óïðóãèõ ìî-
äóëåé ðÿäà ïîëèìåðîâ â îáëàñòè íèçêèõ òåìïå-
ðàòóð [7,8], ÷òî ïîçâîëèëî îöåíèòü õàðàêòåðíûå
äëÿ íèõ çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ ïðîáîÿ, ñîãëàñ-
íî ôîðìóëå (1). Ïðè ýòîì äàííûå ïî äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè è îòíîñèòåëüíîé äå-
ôîðìàöèè èçó÷àåìûõ ïîëèìåðîâ âçÿòû â ñïðà-
âî÷íîé ëèòåðàòóðå [3,9,10]. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
äëÿ òåìïåðàòóðû æèäêîãî ãåëèÿ, æèäêîãî àçîòà
è äëÿ 240Ê ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå.

Ñðàâíåíèå ðàññ÷èòàííûõ çíà÷åíèé íàïðÿæå-
íèÿ ïðîáîÿ, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå ïîëèìåðîâ,
ñ äàííûìè ïðÿìûõ ýëåêòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé
ïðèâîäèò ê èõ ñîãëàñîâàíèþ òîëüêî ïî ïîðÿä-
êó âåëè÷èíû. Íàèâíî áûëî áû îæèäàòü èõ áî-
ëåå òî÷íîãî ñîâïàäåíèÿ, ïîñêîëüêó îòñóòñòâóåò
îäíîçíà÷íûå ñâåäåíèÿ î äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-
íèöàåìîñòè ïîëèìåðîâ â îáëàñòè ãåëèåâûõ òåì-
ïåðàòóð, â ïðèâîäèìûõ çíà÷åíèÿõ äåôîðìàöèè
ðàçðóøåíèÿ â âûáðàííîì íàìè òåìïåðàòóðíîì
äèàïàçîíå îòìå÷àåòñÿ çàìåòíûé ðàçáðîñ ëèòå-
ðàòóðíûõ äàííûõ. Êðîìå òîãî, â ðàáîòàõ [3,4]
ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ïàðàìåòðû êàê äàâëåíèå,
òåìïåðàòóðà, ñòåïåíü êðèñòàëëè÷íîñòè, îðèåí-
òàöèÿ, ïðèâîäÿùèå ê èçìåíåíèþ ìåæìîëåêó-
ëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ñïîñîáñòâóþò è çíà÷è-
òåëüíîìó èçìåíåíèþ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè ïîëè-
ìåðîâ, ÷òî òàêæå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ïðè÷èíîé ðàç-
ëè÷èÿ ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âåëè÷èí
èõ ìîäóëåé óïðóãîñòè è ïðîáèâíîãî íàïðÿæå-
íèÿ.
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Ñðàâíåíèå ðàññ÷èòàííûõ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèÿ ïðîáîÿ

Òåì íå ìåíåå, ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â òàá-
ëèöå, ñâèäåòåëüñòâóþò î ïðàâèëüíîñòè òåîðåòè-
÷åñêèõ âûâîäîâ è ïðîãíîçîâ î òîì, ÷òî áîëåå âû-
ñîêîé ýëåêòðîïðîâîäíîñòüþ îáëàäàþò ïîëèìå-
ðû (íå îáîãàùåííûå ïðîâîäÿùèìè äîáàâêàìè),
â öåïÿõ êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ áåíçîëüíûå êîëüöà
ñ äâîéíûìè ñîïðÿæåííûìè ñâÿçÿìè. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïîëèìåðû ñ òàêèìè ñòðóêòóðíûìè ýëå-

ìåíòàìè � ïîëèñòèðîë, ïîëèôåíèëèçîáóòèëñèë-
ñåñêâèîêñàí, ïîëèêàðáîíàò, ïîëè4ìåòèëïåíòåí1,
ïîëèïèðîìåëëèòèìèä - îáëàäàþò ñàìûìè íèç-
êèìè çíà÷åíèÿìè íàïðÿæåíèÿ ïðîáîÿ, ÷òî óêà-
çûâàåò íà áîëåå ñâîáîäíîå ñîñòîÿíèå â íèõ íîñè-
òåëåé çàðÿäîâ ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì ïîëèìå-
ðàì.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÌÎËÅÊÓËßÐÍÎÉ ÏÎÄÂÈÆÍÎÑÒÈ
ÑËÎÆÍÛÕ ÝÔÈÐÎÂ ÖÅËËÞËÎÇÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû ñâÿçàíà ñ ïîòðåáíîñòÿìè
ôàðìàöåâòè÷åñêîé ïðîìûøëåííîñòè, âûïóñêàþ-
ùåé øèðîêèé àññîðòèìåíò ëåêàðñòâåííûõ ïðå-
ïàðàòîâ íà îñíîâå àìèíîêèñëîò, êîòîðûå íàõî-
äÿò ïðèìåíåíèå â íåâðîëîãè÷åñêîé ïðàêòèêå.
Èíòåðåñ ôàðìàêîëîãîâ ê ñëîæíûì ýôèðàì öåë-
ëþëîçû, ñîäåðæàùèì â ñâÿçàííîì âèäå àìèíî-
êèñëîòû, ñâÿçàí ñ ïîòåíöèàëüíîé áèîëîãè÷åñêîé
àêòèâíîñòüþ ñèíòåçèðóåìûõ ñîåäèíåíèé, ÷òî ñî-
çäàåò âîçìîæíîñòü èõ èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå
ëåêàðñòâåííûõ ïðåïàðàòîâ ïðîëîíãèðîâàííîãî
äåéñòâèÿ. Âûáîð öåëëþëîçû â êà÷åñòâå ïîëè-
ìåðíîãî íîñèòåëÿ îñíîâàí íà òîì, ÷òî îíà ôè-
çèîëîãè÷åñêè íåéòðàëüíà, íî ïðè ýòîì ñïîñîáíà
îáðàçîâûâàòü äîñòàòî÷íî ïðî÷íûå ñëîæíîýôèð-
íûå ñâÿçè ñ ëåêàðñòâåííûì âåùåñòâîì [1].

Ïðè èçó÷åíèè õàðàêòåðà ìîëåêóëÿðíîé ïî-
äâèæíîñòè ïîëèìåðîâ è ñëîæíûõ ïîëèìåðíûõ
ñèñòåì â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå áîëåå øèðîêîå
ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷àþò ñïåêòðîìåòðè÷åñêèå
ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ [2, 3]. Â ñàìîé îáùåé ïî-
ñòàíîâêå âîïðîñà ñóòü ñïåêòðîìåòðè÷åñêîãî ïîä-
õîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè çàâèñèìîñòåé êà-
êèõ ëèáî ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ
îò ÷àñòîòû âîçìóùàþùåãî âîçäåéñòâèÿ èëè îò
òåìïåðàòóðû. Ïðè ýòîì íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëü-
çóþòñÿ êàëîðèìåòðè÷åñêèå, àêóñòè÷åñêèå, ìåõà-
íè÷åñêèå è äèýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Â
äâóõ ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ èçìåðÿåìûì èíôîðìà-
òèâíûì ïàðàìåòðîì, "îòâåòñòâåííûì" çà ðåëàê-
ñàöèîííûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà, ÷àùå âñåãî ÿâ-
ëÿåòñÿ òàíãåíñ óãëà ïîòåðü (ñîîòâåòñòâåííî, ìå-
õàíè÷åñêèõ ëèáî äèýëåêòðè÷åñêèõ).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðà ìîëåêóëÿð-
íîé ïîäâèæíîñòè ñèíòåçèðîâàííûõ ýôèðîâ íà-
ìè àíàëèçèðîâàëèñü äèýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà.
Ââèäó òîãî, ÷òî èññëåäóåìîå âåùåñòâî ïîëó÷à-
ëîñü â ïîðîøêîîáðàçíîì âèäå, ìåõàíè÷åñêèå èñ-
ïûòàíèÿ åãî (äèíàìè÷åñêèé ìåõàíè÷åñêèé àíà-
ëèç èëè ÄÌÀ), î÷åâèäíî, íå îñóùåñòâèìû. Êðî-
ìå òîãî, ïðè íàëè÷èè â ìàêðîìîëåêóëå ïîëèìåðà
ïîëÿðíûõ ãðóïï (à â íàøåì ñëó÷àå äåëî îáñòîèò
èìåííî òàê) äèýëåêòðè÷åñêèå èçìåðåíèÿ ïðåä-
ïî÷òèòåëüíåå â ñèëó áîëåå âûñîêîé ÷óâñòâèòåëü-
íîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ [4]. Â ÷àñòíîñòè,
òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ òàíãåíñà óãëà äèýëåêòðè÷å-
ñêèõ ïîòåðü îáû÷íî íà îäèí-äâà ïîðÿäêà âûøå
òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ òàíãåíñà óãëà ìåõàíè÷åñêèõ
ïîòåðü.

Îáùåèçâåñòíî [5], ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëèìåðà
ïðè ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòå âîçäåéñòâèÿ çàâè-
ñèìîñòü ïîãëîùàåìîé ýíåðãèè îò òåìïåðàòóðû,
êàê ïðàâèëî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîíîòîííóþ
êðèâóþ, èìåþùóþ íåñêîëüêî (ìèíèìóì äâà) ëî-
êàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. Ïðè ýòîì ìàêñèìóìû ïî-
ãëîùåíèÿ íàáëþäàþòñÿ â îïðåäåëåííûõ òåìïå-
ðàòóðíûõ èíòåðâàëàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìî-
ðàæèâàíèþ êàêîãî-ëèáî òèïà ìîëåêóëÿðíîé ïî-
äâèæíîñòè. Ðàçìîðàæèâàíèå ñåãìåíòàëüíîé ïî-
äâèæíîñòè (α-ðåëàêñàöèÿ) ñîïðîâîæäàåòñÿ ïå-
ðåõîäîì àìîðôíîé ôàçû ïîëèìåðà èç ñòåêëî-
îáðàçíîãî â âûñîêîýëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. Ýòî
íàèáîëåå âûñîêîòåìïåðàòóðíûé èç ðåëàêñàöèîí-
íûõ ïåðåõîäîâ, âûøå íåãî ïî òåìïåðàòóðå ìî-
ãóò ðàñïîëàãàòüñÿ [3] òîëüêî ïåðåõîäû, îáóñëîâ-
ëåííûå ïîäâèæíîñòüþ â êðèñòàëëè÷åñêèõ îáëà-
ñòÿõ è íà ãðàíèöå àìîðôíîé è êðèñòàëëè÷åñêîé
ôàç (â ñëó÷àå ÷àñòè÷íî êðèñòàëëè÷åñêèõ ïîëè-
ìåðîâ).

Òåìïåðàòóðó, óñëîâíî îòäåëÿþùóþ îáëàñòü
ñòåêëîîáðàçíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëèìåðà îò îáëà-
ñòè âûñîêîýëàñòè÷íîñòè, íàçûâàþò òåìïåðàòó-
ðîé ñòåêëîâàíèÿ Tg. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
îíà ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëó êîîïåðàòèâíîãî ïðî-
öåññà ðàçìîðàæèâàíèÿ ñåãìåíòàëüíîãî äâèæå-
íèÿ ìàêðîìîëåêóë ïîëèìåðà è íàçûâàåòñÿ îáû÷-
íî òåìïåðàòóðîé ñòðóêòóðíîãî ñòåêëîâàíèÿ. Çà-
ìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà øèðîêîå èñïîëüçîâà-
íèå â ëèòåðàòóðå òåðìèíà "òåìïåðàòóðà ñòåê-
ëîâàíèÿ", â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåò îáùåïðèçíàí-
íîé ìåòîäèêè åå îïðåäåëåíèÿ, à ðàçíûå ìåòî-
äû îïðåäåëåíèÿ Tg äàþò íåñêîëüêî ðàçëè÷àþ-
ùèåñÿ ðåçóëüòàòû. Â ñâÿçè ñ ýòèì â äàëüíåé-
øåì áóäåì, êàê ïðàâèëî, ïîëüçîâàòüñÿ áîëåå îá-
ùèì ïîíÿòèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òåìïåðàòó-
ðû, ïîñêîëüêó îíî îõâàòûâàåò êàê ðåëàêñàöèîí-
íûå (α−, β−, γ−ïåðåõîä), òàê è ôàçîâûå ïåðå-
õîäû ëþáûõ âèäîâ è ïîäðàçóìåâàåò ó÷åò êîí-
êðåòíûõ óñëîâèé èñïûòàíèÿ. Ïîñëåäíåå îáñòîÿ-
òåëüñòâî îñîáåííî âàæíî ïðè èñïîëüçîâàíèè äè-
íàìè÷åñêèõ ìåòîäîâ èçìåðåíèé â ñâÿçè ñ äîñòà-
òî÷íî âûðàæåííîé çàâèñèìîñòüþ ðåçóëüòàòîâ îò
÷àñòîòû âîçäåéñòâèÿ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè äèýëåêòðè÷åñêèõ ìåòî-
äîâ èññëåäîâàíèÿ çà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ òåìïå-
ðàòóðó ïåðåõîäà îáû÷íî ïðèíèìàþò ïîëîæåíèå
íà îñè òåìïåðàòóð ìàêñèìóìà òàíãåíñà óãëà äè-
ýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü [3, 6]. Âíåøíåå ñõîäñòâî

84



À.À. Êîâàëåíêî, Å.Ì. Ñêóðûäèíà, Î.Â. Ïîæèäàåâà. Èññëåäîâàíèå ìîëåêóëÿðíîé ...

ïîëó÷àåìûõ ãðàôèêîâ ñî ñïåêòðàìè ïîãëîùåíèÿ
âåùåñòâîì ðåíòãåíîâñêîãî è îïòè÷åñêîãî èçëó-
÷åíèé â ñîâîêóïíîñòè ñ ñóùåñòâîâàíèåì òåìïå-
ðàòóðíî âðåìåííîé àíàëîãèè [7] îáóñëîâèëè âîç-
ìîæíîñòü ñõîäíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîäîáíûå ìåòîäû â ïîñëåäíåå
âðåìÿ îáû÷íî íàçûâàþò ñïåêòðîìåòðè÷åñêèìè
[1, 2, 5, 8].

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå òåìïåðàòóðíóþ çàâèñè-
ìîñòü òàíãåíñà óãëà ïîòåðü â îáëàñòè ëîêàëüíî-
ãî ìàêñèìóìà ïî àíàëîãèè ñ [9] ìîæíî îïèñàòü
ãàóññîâñêîé êðèâîé (ãàóññèàíîé) [10] ëèáî (â ñëó-
÷àå ðåçêî àñèììåòðè÷íîãî ìàêñèìóìà) ñóììîé
íåñêîëüêèõ ãàóññèàí. Òàêîé ïîäõîä, äîêàçàâ-
øèé âûñîêóþ ñòåïåíü èíôîðìàòèâíîñòè ïðè âû-
ïîëíåíèè äèíàìè÷åñêîãî ìåõàíè÷åñêîãî àíàëèçà
[11, 12], ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ñòðóêòóðó ïåðåõîäà
è ïîìîãàåò èäåíòèôèöèðîâàòü îòäåëüíûå ðåëàê-
ñàöèîîíûå ïðîöåññû, à òàêæå îöåíèòü èõ îñíîâ-
íûå ïàðàìåòðû (ïîëîæåíèå íà îñè òåìïåðàòóð,
øèðèíó è îòíîñèòåëüíóþ èíòåíñèâíîñòü ïåðå-
õîäîâ, à òàêæå ýíåðãèþ àêòèâàöèè). Ïðåèìóùå-
ñòâà ñïåêòðîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà ïðè àíàëèçå
ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé äèýëåêòðè÷åñêèõ õàðàê-

òåðèñòèê íàèáîëåå îò÷åòëèâî ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè
èññëåäîâàíèè ñëîæíûõ ïîëèìåðíûõ ñèñòåì, êî-
ãäà â ìàòåðèàëå íàáëþäàåòñÿ íåñêîëüêî ðåëàê-
ñàöèîííûõ ïåðåõîäîâ, çà÷àñòóþ íàëàãàþùèõñÿ
äðóã íà äðóãà.

Ñ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðà ìîëåêóëÿð-
íîé ïîäâèæíîñòè áûëè âûïîëíåíû èçìåðåíèÿ
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè è òàíãåíñà óã-
ëà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü tgδ ïðåññîâàííûõ îá-
ðàçöîâ ïðåäãèäðîëèçîâàííîé äðåâåñèíû îñèíû
è òðåõ ñëîæíûõ ýôèðîâ öåëëþëîçû, ïîëó÷åí-
íûõ â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ýòîé äðåâåñè-
íû ñ ãëèöèíîì, β-àëàíèíîì è γ-àìèíîìàñëÿíîé
êèñëîòîé. Êàê èçâåñòíî, ïåðå÷èñëåííûå êèñëî-
òû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà êîëè÷åñòâîì
CH2-ãðóïï, óâåëè÷èâàþùèìñÿ íà åäèíèöó ïðè
ïåðåõîäå ê êàæäîìó ïîñëåäóþùåìó ÷ëåíó ãîìî-
ëîãè÷åñêîãî ðÿäà. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü
èçìåðåíèé tgδ â äèàïàçîíå òåìïåðàòóð îò 290 äî
550 Ê ñîñòàâëÿëà 10−3. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé
âåëè÷èíû äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü â îáðàçöàõ
ïðåäãèäðîëèçîâàííîé (ñâîáîäíîé îò ãåìèöåëëþ-
ëîç) äðåâåñèíû îñèíû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1.

Ðèñ.1. Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü òàíãåíñà óãëà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü ïðåäãèäðîëèçîâàííîé

äðåâåñèíû îñèíû âî âñåì èññëåäîâàííîì èíòåðâàëå òåìïåðàòóð. Òî÷êè - ýêñïåðèìåíò. 1 - ñãëàæåííàÿ

êðèâàÿ. 2 - áàçîâàÿ ëèíèÿ. 3 - îòäåëüíûå ãàóññèàíû. 4 - ñóììà ãàóññèàí è áàçîâîé ëèíèè.

Äëÿ îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ
è îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ðåëàêñàöèîííûõ ïåðåõî-
äîâ èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû äèôôåðåíöèàëüíîé
ñïåêòðîìåòðèè [8], àäàïòèðîâàííûå äëÿ àíàëè-
çà ðåçóëüòàòîâ äèýëåêòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé. Ïðè
ýòîì òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü òàíãåíñà óãëà
äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü tgδ àïïðîêñèìèðîâàëè
ñ ïîìîùüþ ñãëàæèâàþùèõ êóáè÷åñêèõ ñïëàé-
íîâ ïî ìåòîäèêå, ïîäðîáíî èçëîæåííîé â [13].
Äàëåå ñ ïîìîùüþ áàçîâîé ëèíèè èç ïîëó÷åííîé

ôóíêöèè (çàâèñèìîñòè tgδ) âû÷èòàëè ÷àñòü, ñëà-
áî çàâèñÿùóþ îò òåìïåðàòóðû (àíàëîã àìîðô-
íîãî ãàëî â ðåíããåíîâñêîé ñïåêòðîñêîïèè), à
îñòàâøóþñÿ ÷àñòü,"îòâåòñòâåííóþ" çà ïðîöåññû
α − ðåëàêñàöèè, ðàçëàãàëè íà îòäåëüíûå ãàóñ-
ñèàíû [8]. Ïðè ýòîì ñ÷èòàëè, ÷òî êàæäûé ðå-
ëàêñàöèîííûé ïðîöåññ â ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîð-
äèíàòàõ ìîæåò áûòü îïèñàí ñâîåé ãàóññîâñêîé
êðèâîé, ïîëàãàÿ, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ êðèâàÿ îïè-
ñûâàåò ðåëàêñàöèþ îïðåäåëåííîãî âèäà êèíåòè-
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÷åñêèõ ýëåìåíòîâ. (Îáðàòíîå íå âñåãäà âåðíî:
ïðè äîñòàòî÷íîé áëèçîñòè íåñêîëüêèõ ðåëàêñà-
öèîííûõ ïðîöåññîâ îíè ìîãóò áûòü îïèñàíû îä-
íîé ãàóññèàíîé, êîòîðàÿ íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ
ñóììîé íåñêîëüêèõ ãàóññîâñêèõ êðèâûõ). Îòíî-
ñèòåëüíàÿ äîëÿ âêëàäà îòäåëüíûõ ðåëàêñàöèîí-
íûõ ïðîöåññîâ â âåëè÷èíó äèýëåêòðè÷åñêèõ ïî-
òåðü â îáëàñòè α-ïåðåõîäà ìîæåò áûòü îöåíåíà
ïðè ýòîì ïî ïëîùàäè S, çàêëþ÷åííîé ïîä êàæ-
äîé ãàóññîâñêîé êðèâîé.

Ðåçóëüòàòû ýòèõ îïåðàöèé äëÿ ïðåäãèäðîëè-
çîâàííîé äðåâåñèíû îñèíû íàãëÿäíî ïðåäñòàâ-
ëåíû íà ðèñ. 1. Ïðè ýòîì çà õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêóþ (íàèâåðîÿòíåéøóþ) òåìïåðàòóðó ïåðåõîäà

â îòäåëüíûõ êîìïîíåíòàõ èññëåäîâàííîãî ìàòå-
ðèàëà ïðèíèìàëè åå çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå
ïîëîæåíèþ öåíòðà ãàóññèàíû, àïïðîêñèìèðóþ-
ùåé òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü tgδ, à çà øè-
ðèíó ïåðåõîäà øèðèíó ñîîòâåòñòâóþùåé ãàóññè-
àíû, òðàäèöèîííî îïðåäåëÿåìóþ íà óðîâíå ïî-
ëóâûñîòû ïèêà. Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàñ÷å-
òîâ õàðàêòåðèñòèêè ðåëàêñàöèîííûõ ïåðåõîäîâ
â äðåâåñèíå îñèíû ñâåäåíû â òàáëèöó 1.

Â äàííîé òàáëèöå (è äàëåå â òåêñòå) ïðèíÿòû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Tï õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
òåìïåðàòóðà ïåðåõîäà; T1, T2 è ∆T ñîîòâåòñòâåí-
íî òåìïåðàòóðíûå ãðàíèöû è øèðèíà ïåðåõîäà;
U ýíåðãèÿ àêòèâàöèè.

Òàáëèöà 1

Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ïåðåõîäîâ èñïîëüçîâàëè
èçâåñòíûå ëèòåðàòóðíûå äàííûå. Ñîãëàñíî îáçî-

ðó [14] îáëàñòü òåìïåðàòóð îò 453 äî 513 Ê ñî-
îòâåòñòâóåò ðàññòåêëîâûâàíèþ öåëëþëîçû, ïðè-
÷åì áîëüøèíñòâî èññëåäîâàòåëåé ñóæàþò ýòîò
èíòåðâàë äî ó÷àñòêà 473 ÷ 513 K, òàê ÷òî íàè-
áîëåå âåðîÿòíàÿ òåìïåðàòóðà ñòåêëîâàíèÿ öåë-
ëþëîçû ñîñòàâëÿåò, ïî-âèäèìîìó, 493 Ê. Â óñëî-
âèÿõ íàøåãî ýêñïåðèìåíòà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
òåìïåðàòóðà α-ïåðåõîäà â öåëëþëîçå 495 Ê,
÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ êàê ñ óïîìÿíóòîé âûøå
îöåíêîé, òàê è ñ äàííûìè [15], ñîãëàñíî êîòîðûì
òåìïåðàòóðà ñòåêëîâàíèÿ öåëëþëîçû ñîñòàâëÿ-
åò 480 Ê. Ðàñõîæäåíèå íà 15 Ê íàøåãî ýêñïåðè-
ìåíòà ñ ðåçóëüòàòàìè àâòîðîâ ðàáîòû [14] ëåãêî
îáúÿñíÿåòñÿ ðàçëè÷èÿìè â ÷àñòîòå èñïûòàíèé.
Õîðîøî èçâåñòíî [4], ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû
âîçäåéñòâèÿ íà îäèí äåñÿòè÷íûé ïîðÿäîê ïîëî-

æåíèå ìàêñèìóìà ïîòåðü äëÿ áîëüøèíñòâà ïî-
ëèìåðîâ ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó âûñîêèõ òåìïåðà-

òóð íà 5 ÷ 7 Ê. Â íàøåì ýêñïåðèìåíòå èçìåðå-
íèÿ îñóùåñòâëÿëèñü íà ÷àñòîòå 1 êÃö, â òî âðåìÿ
êàê â ðàáîòå [14] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èçìåðå-
íèé, âûïîëíåííûõ íà êðóòèëüíîì ìèêðîìàÿòíè-
êå ïðè ÷àñòîòå êîëåáàíèé 1 Ãö.

Ïåðåõîä ïðè 410 Ê î÷åâèäíî ñîîòâåòñòâóåò
α − ïðîöåññó â ëèãíèíå (ïî ëèòåðàòóðíûì äàí-
íûì [14] òåìïåðàòóðà ðàçìÿã÷åíèÿ ëèãíèíà äðå-
âåñèíû îñèíû 407 Ê).

Äâà áîëåå íèçêîòåìïåðàòóðíûõ ïåðåõîäà íå
ñòàíåì èäåíòèôèöèðîâàòü ïî äâóì ïðè÷èíàì:
âî-ïåðâûõ, îòíîñèòåëüíî èõ ïðèðîäû è ïîëîæå-
íèÿ íà øêàëå òåìïåðàòóð ñóùåñòâóþò âåñüìà
ðàçíîðå÷èâûå ìíåíèÿ [13], âî-âòîðûõ, îíè ÿâíî
íå èìåþò îòíîøåíèÿ ê öåëÿì íàøåãî èññëåäîâà-
íèÿ.
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Ðèñ.2. Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü òàíãåíñà óãëà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü ïðåäãèäðîëèçîâàííîé

äðåâåñèíû îñèíû â èíòåðâàëå 440 ÷ 520 Ê.

Âàæíåéøèì ïàðàìåòðîì ðåëàêñàöèîííîãî
ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ åãî ýíåðãèÿ àêòèâàöèè. Àâ-
òîðàìè ðàáîòû [16] îïèñàí äîñòàòî÷íî ïðîñòîé
ñïîñîá îöåíêè ýòîé âåëè÷èíû ïî äàííûì òåïëî-
ôèçè÷åñêèõ èçìåðåíèé, ñîãëàñíî êîòîðîìó ýíåð-
ãèþ àêòèâàöèè i−ãî ðåëàêñàöèîííîãî ïåðåõîäà
ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå Ui = 2RT 2

i /∆Ti,
ãäå ∆Ti - øèðèíà, à Ti - íàèáîëåå âåðîÿòíàÿ òåì-
ïåðàòóðà ïåðåõîäà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåä-
ëàãàåìûé ïîäõîä, èñïîëüçóåìûé è â íàøåé ðà-
áîòå, ôàêòè÷åñêè ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü íåêóþ
ýôôåêòèâíóþ ýíåðãèþ àêòèâàöèè â ïðèáëèæå-
íèè îäíîãî âðåìåíè ðåëàêñàöèè.

Îáðàòèì âíèìàíèå (ñì. ðèñ.1) íà äîñòàòî÷-
íî âûðàæåííóþ àñèììåòðèþ ïèêà tgδ , ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ðàññòåêëîâûâàíèþ öåëëþëîçû. Åñëè
îãðàíè÷èòü èíòåðâàë òåìïåðàòóð, äëÿ êîòîðî-
ãî âûïîëíÿåòñÿ àíàëèç, ðàìêàìè 440 ÷ 520 Ê,
îïèñàííàÿ ìåòîäèêà ðàçëîæåíèÿ íà ãàóññèàíû
ïîçâîëÿåò ëåãêî âûÿâèòü ñòðóêòóðó ïåðåõîäà.

Ýòî îò÷åòëèâî âèäíî íà ðèñ.2, äåìîíñòðèðóþ-
ùåì óïîìÿíóòóþ ïðîöåäóðó.

Ïî ðåçóëüòàòàì íàøåãî ýêñïåðèìåíòà â óêà-
çàííîì èíòåðâàëå ìîæíî âûäåëèòü äâå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèå òåìïåðàòóðû: 474 è 500 Ê. Ïî-
âèäèìîìó, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè ïðåä-
ñòàâëåíèÿìè [4] î äâóõ óðîâíÿõ íàäìîëåêó-
ëÿðíîé îðãàíèçàöèè ïîëèìåðîâ, ýòè òåìïåðàòó-
ðû îïðåäåëÿþò ðàññòåêëîâûâàíèå ñîîòâåòñòâåí-
íî ðàçðûõëåííûõ è ïëîòíîóïàêîâàííûõ ó÷àñò-
êîâ öåëëþëîçíûõ öåïåé.

Ïî àíàëîãè÷íîé ìåòîäèêå áûëè èññëåäîâàíû
îáðàçöû òðåõ ñëîæíûõ ýôèðîâ öåëëþëîçû, ïî-
ëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðåäãèä-
ðîëèçîâàííîé äðåâåñèíû ñ ðÿäîì àìèíîêèñëîò:
ãëèöèíîì, β-àëàíèíîì è γ-àìèíîìàñëÿíîé êèñ-
ëîòîé (ÃÀÌÊ). Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ïðåäñòàâ-
ëåíû â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2
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Â ýôèðàõ öåëëþëîçû, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëü-
òàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãëèöèíîì, íå óäàåòñÿ âû-
äåëèòü ðåëàêñàöèþ îñòàòêîâ ëèãíèíà âñëåäñòâèå
íàëîæåíèÿ ìîùíîãî ïèêà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïî-
òåðü íåèäåíòèôèöèðîâàííîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Â
îáëàñòè áîëåå âûñîêèõ òåìïåðàòóð àñèììåòðè÷-
íóþ çàâèñèìîñòü tgδ (ñì. ðèñ. 3) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê ðåçóëüòàò íàëîæåíèÿ òðåõ ãàóññîâ-
ñêèõ ïèêîâ. Ïåðâûé èç íèõ (è ñàìûé áîëüøîé
ïî èíòåíñèâíîñòè) åñòåñòâåííî ñâÿçàòü ñ ðàçìî-
ðàæèâàíèåì ñåãìåíòàëüíîé ïîäâèæíîñòè ìîëå-
êóë ýôèðà. Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òåìïåðàòó-
ðà ñîñòàâëÿåò 453 Ê. Äâà äðóãèõ ðåëàêñàöèîí-
íûõ ïðîöåññà îïèñûâàþò, ïî-âèäèìîìó, ðàññòåê-
ëîâûâàíèå îñòàòêîâ öåëëþëîçû.

Äëÿ ýôèðîâ öåëëþëîçû íà îñíîâå β-àëàíèíà
ãëàâíàÿ ðåëàêñàöèîííàÿ îáëàñòü òàêæå ñîäåð-
æèò òðè äîñòàòî÷íî ÷åòêî âûðàæåííûõ ïèêà
äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü, ïåðâûé èç êîòîðûõ
(â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ òåìïåðàòóðû) ñîîòâåò-
ñòâóåò ðåëàêñàöèè îñòàòêîâ ëèãíèíà, âòîðîé -
α− ðåëàêñàöèè ìàêðîìîëåêóë ýôèðà, à òðåòèé -
α− ïðîöåññó â íåïðîðåàãèðîâàâøåé öåëëþëîçå.

Äëÿ îáðàçöîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ðàçíîé òåì-
ïåðàòóðå ñèíòåçà, ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííî ñîâ-
ïàäàþò. Îäíàêî, âûñîòà âòîðîãî ïèêà äëÿ ýôè-
ðà, ñèíòåçèðîâàííîãî ïðè 40◦Ñ, áîëüøå, ÷åì
äëÿ ýôèðà, ñèíòåçèðîâàííîãî ïðè òåìïåðàòó-
ðå 50◦Ñ. Ýòî ãîâîðèò î áîëüøåì âûõîäå ïðî-
äóêòà ïðè òåìïåðàòóðå ñèíòåçà 40◦Ñ. Ïîñëåä-
íèé âûâîä ïîäòâåðæäàåòñÿ íåçàâèñèìûìè ðå-
çóëüòàòàìè õèìè÷åñêîãî àíàëèçà, ñîãëàñíî êîòî-
ðûì îïòèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñèíòåçà ñîñòàâ-
ëÿåò 40◦Ñ.

Äëÿ ýôèðà γ-àìèíîìàñëÿíîé êèñëîòû
(ÃÀÌÊ) â îáëàñòè ìàêñèìóìà äèýëåêòðè÷åñêèõ
ïîòåðü ìîæíî âûäåëèòü äâà ÷àñòè÷íî íàëàãà-
þùèõñÿ äðóã íà äðóãà ãàóññîâñêèõ ïèêà. Ïåð-

âûé èç íèõ (ïðè 411 Ê) îïèñûâàåò, î÷åâèäíî,
α-ðåëàêñàöèþ â ëèãíèíå, à âòîðîé (ïðè 420 Ê)
ñâÿçàí ñ ðàçìîðàæèâàíèåì ñåãìåíòàëüíîé ïî-
äâèæíîñòè ìîëåêóë γ-àìèíîáóòèðàòà öåëëþ-
ëîçû. Çàìåòèì, ÷òî ñîäåðæàíèå ëèãíèíà â èñ-
ñëåäîâàííîì ìàòåðèàëå íå ïðåâûøàëî 10%, ïî-
ýòîìó ñàì ôàêò îáíàðóæåíèÿ ðåëàêñàöèîííîãî
ïðîöåññà ïðè ýòîé òåìïåðàòóðå ñâèäåòåëüñòâóåò
î âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìåòîäà. Â òî æå
âðåìÿ íå óäàåòñÿ âûäåëèòü ÷åòêî âûðàæåííîãî
ìàêñèìóìà ïîòåðü â îáëàñòè òåìïåðàòóð, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñòåêëîâàíèþ öåëëþëîçû. Íà íàø
âçãëÿä, ýòî ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì ïîëíîòû
ïðîòåêàíèÿ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, íå îñòàâèâøåé
ñêîëüêî-íèáóäü çàìåòíûõ îñòàòêîâ èñõîäíîãî
ñûðüÿ.

Ïîäâåäåì èòîãè. Ñ ðîñòîì ìàññû êèñëîòíîãî
îñòàòêà â ýôèðàõ öåëëþëîçû íàáëþäàåòñÿ ñìå-
ùåíèå îáëàñòè α-ðåëàêñàöèè â íàïðàâëåíèè íèç-
êèõ òåìïåðàòóð. Î÷åâèäíî, ÷òî óêàçàííîå ñìå-
ùåíèå ìàêñèìóìîâ äèïîëüíî-ñåãìåíòàëüíûõ ïî-
òåðü ìîæíî îáúÿñíèòü óâåëè÷åíèåì ñâîáîäíî-
ãî îáúåìà, âûçâàííîãî "ðàçðûõëåíèåì" ñòðóê-
òóðû ïðè ââåäåíèè áîëåå ìàññèâíûõ êèñëîò-
íûõ îñòàòêîâ ìîëåêóë àìèíîêèñëîò. Ýòî âåäåò
ê óìåíüøåíèþ ìåæìîëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ è ñíèæåíèþ âûñîòû ñîîòâåòñòâóþùåãî ïî-
òåíöèàëüíîãî áàðüåðà. Îäíàêî ýíåðãèÿ àêòèâà-
öèè α-ïðîöåññà â γ-àìèíîáóòèðàòå öåëëþëîçû
(ñì. òàáëèöó 2 ) îêàçûâàåòñÿ ïðèìåðíî â ïîëòî-
ðà ðàçà âûøå, ÷åì â äâóõ äðóãèõ ýôèðàõ, ÷òî, íà
ïåðâûé âçãëÿä, ïðîòèâîðå÷èò ïîñëåäíåìó óòâåð-
æäåíèþ. Îäíàêî íà ñàìîì äåëå íèêàêîãî ïðîòè-
âîðå÷èÿ íåò, òàê êàê íà âåëè÷èíó ýíåðãèè àê-
òèâàöèè êðîìå âûñîòû ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà
âëèÿåò åùå è ñòåïåíü êîîïåðàòèâíîñòè ðåëàêñà-
öèîííîãî ïðîöåññà, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ðàñòåò ñ
óâåëè÷åíèåì ìàññû êèñëîòíîãî îñòàòêà.

Ðèñ.3. Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü òàíãåíñà óãëà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü ñëîæíîãî ýôèðà öåëëþëîçû,

ïîëó÷åííîãî íà îñíîâå ãëèöèíà.
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Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðîìåòðè÷åñêèé àíàëèç
òåìïåðàòóðíûõ çàâèñèìîñòåé äèýëåêòðè÷åñêèõ
ïîòåðü â ñëîæíûõ ïîëèìåðíûõ ñèñòåìàõ, ïðè-
ìåðàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ èññëåäîâàííûå ìàòå-
ðèàëû, ñëóæèò íàäåæíûì è âûñîêî÷óâñòâèòåëü-
íûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ìîëåêóëÿðíîé ïî-
äâèæíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, îí ïîçâîëÿåò îïðåäå-
ëèòü íàëè÷èå ðåëàêñàöèîííûõ ïåðåõîäîâ è èõ
õàðàêòåðèñòèêè, à ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëü-

íîé èíôîðìàöèè èäåíòèôèöèðîâàòü èõ. Ïîëó-
÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
òåõíîëîãàìè, çàíèìàþùèìèñÿ ñèíòåçîì è ïåðå-
ðàáîòêîé ëèãíîöåëëþëîçíûõ ìàòåðèàëîâ.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàð-
íîñòü çà ïðåäîñòàâëåííûå îáðàçöû äîöåíòó êà-
ôåäðû ÒÏÏèÝ ÀëòÃÒÓ Êîíüøèíó Â. Â. è àñ-
ïèðàíòó Áåóøåâó À. À, ñèíòåçèðîâàâøèì èññëå-
äîâàííûå ìàòåðèàëû.
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ÊÎÌÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÉ ÌÀÒÅÐÈÀË ÈÇ ÐÀÑÒÈÒÅËÜ-
ÍÛÕ ÎÒÕÎÄÎÂ ÁÅÇ ÑÂßÇÓÞÙÈÕ ÂÅÙÅÑÒÂ

Òðàäèöèîííî, êîìïîçèöèîííûå ïëèòíûå ìà-
òåðèàëû äëÿ ìåáåëüíîé ïðîìûøëåííîñòè è
ñòðîèòåëüñòâà ïîëó÷àþò íà îñíîâå äðåâåñèíû, è
ñîñòîÿò îíè èç äâóõ ÷àñòåé - äðåâåñíîãî íàïîë-
íèòåëÿ è ïîëèìåðíîãî ñâÿçóþùåãî. Â êà÷åñòâå
ïîëèìåðíûõ ñâÿçóþùèõ âåùåñòâ èñïîëüçóþòñÿ
ñèíòåòè÷åñêèå òåðìîðåàêòèâíûå ñìîëû, ïðèãî-
òîâëåííûå íà îñíîâå ôåíîëîâ, ìî÷åâèíû, ôîð-
ìàëüäåãèäà è èçîöèàíàòîâ. Íåñìîòðÿ íà î÷åâèä-
íûå äîñòîèíñòâà ýòèõ ìàòåðèàëîâ, â ïîñëåäíåå
âðåìÿ îáðàùàþò íà ñåáÿ âíèìàíèå è èõ ñóùå-
ñòâåííûå íåäîñòàòêè, çàñòàâëÿþùèå òåõíîëîãîâ
âñåãî ìèðà èñêàòü ïðèíöèïèàëüíî íîâûå ñïîñî-
áû ñîçäàíèÿ ìàòåðèàëîâ ïîäîáíîãî êëàññà, ëè-
øåííûõ íåäîñòàòêîâ òðàäèöèîííûõ êîìïîçèòîâ.

Îáùåèçâåñòíî, ÷òî â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà
è ýêñïëóàòàöèè äðåâåñíî-ñòðóæå÷íûõ è äðåâåñ-
íîâîëîêíèñòûõ ïëèò, ïîëó÷åííûõ òðàäèöèîí-
íûì ñïîñîáîì ñ èñïîëüçîâàíèåì òåðìîðåàêòèâ-
íûõ ñìîë, â îêðóæàþùåå ïðîñòðàíñòâî â áîëü-
øèõ êîëè÷åñòâàõ âûäåëÿþòñÿ òîêñè÷íûå âåùå-
ñòâà, ÷òî íåáëàãîïðèÿòíî ñêàçûâàåòñÿ íà êà÷å-
ñòâå æèçíè ëþäåé, íàõîäÿùèõñÿ â êîíòàêòå ñ íè-
ìè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýêîëîãè÷åñêèé ôàê-
òîð â ïîñëåäíèå ãîäû ôàêòè÷åñêè ïðåäîïðåäå-
ëÿåò ñóäüáó òåõ èëè èíûõ òåõíîëîãèé è ðàçðà-
áîòîê â ðàçâèòûõ ñòðàíàõ. Â Åâðîïå ïðîèñõîäèò
ïîñòåïåííîå âûòåñíåíèå âðåäíûõ ïðîèçâîäñòâ â
òðåòüè ñòðàíû, ââîäèòñÿ ïîëíûé çàïðåò íà èñ-
ïîëüçîâàíèå íåáåçîïàñíûõ ìàòåðèàëîâ. Äðóãèì
íåìàëîâàæíûì ôàêòîðîì, ñïîñîáñòâóþùèì èí-
òåíñèôèêàöèè ðàçðàáîòîê ïðèíöèïèàëüíî íî-
âûõ òåõíîëîãèé ïîëó÷åíèÿ äðåâåñíûõ êîìïî-

çèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âûñî-
êàÿ ñòîèìîñòü âåùåñòâ, èñïîëüçóåìûõ â êà÷å-
ñòâå ñâÿçóþùèõ êîìïîíåíòîâ, äîñòèãàþùàÿ â
ðÿäå ñëó÷àåâ 60% ñòîèìîñòè ãîòîâûõ ìàòåðèà-
ëîâ. Íàðÿäó ñ ýòèì, â ñâÿçè ñ ðîñòîì ýêîëîãè-
÷åñêîé îòâåòñòâåííîñòè, ÷ðåçâû÷àéíî îñòðî ñòî-
èò âîïðîñ ðàçðàáîòêè ñïîñîáîâ ïîëåçíîé è ïðè-
áûëüíîé óòèëèçàöèè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îòõî-
äîâ ëåñîïåðåðàáàòûâàþùåé îòðàñëè è ñåëüñêî-
õîçÿéñòâåííîãî ðàñòåíèåâîäñòâà. Â ñâÿçè ñ ãëî-
áàëüíûì èñòîùåíèåì çàïàñîâ êà÷åñòâåííîé äðå-
âåñèíû è ìåäëåííûì åå âîñïðîèçâîäñòâîì, âîç-
íèêàåò íåîáõîäèìîñòü âîâëå÷åíèÿ â êîììåð÷å-
ñêèé îáîðîò ìàòåðèàëîâ, íå íàõîäÿùèõ â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ ïîòåíöèàëüíî áîëüøîãî ñïðîñà íà
ðûíêå: äðåâåñèíû ëèñòâåííûõ ïîðîä (îñèíà, áå-

ðåçà, êëåí, è ò.ï.), êóñòàðíèêà, òðîñòíèêà.

Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïóòåé ðåøåíèÿ îáîçíà-
÷åííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è ñîçäàíèå
êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, ïîëó÷àåìûõ áåç
ñâÿçóþùèõ âåùåñòâ. Íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò
íà Àëòàå ðàçðàáàòûâàåòñÿ ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé
ïîëó÷àòü êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû (àíàëî-
ãè äðåâåñíîñòðóæå÷íûõ è äðåâåñíîâîëîêíèñòûõ
ïëèò) èç ëþáûõ ìàòåðèàëîâ ðàñòèòåëüíîãî ïðî-
èñõîæäåíèÿ áåç äîáàâëåíèÿ êàêèõ-ëèáî ñâÿçóþ-
ùèõ âåùåñòâ íà ñòàäèè ïðåññîâàíèÿ [1-3]. Ëèãíî-
öåëëþëîçíûì ñûðüåì äëÿ íèõ ìîæåò ñëóæèòü
ëþáàÿ ðàñòèòåëüíîñòü â âèäå ëåñíûõ è ñåëü-
ñêîõîçÿéñòâåííûõ îòõîäîâ: êîðà, ÷àñòèöû äðå-
âåñèíû, ñòåáëè, êîðíè, ëèñòâà, øåëóõà, ñîëîìà,
ñòðó÷êè, è ò.ï. Ïðè÷åì îíè ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû êàê ïî îòäåëüíîñòè, òàê è â êîìáèíàöèè
äðóã ñ äðóãîì äëÿ äîñòèæåíèÿ êà÷åñòâåííûõ õà-
ðàêòåðèñòèê â ñîîòâåòñòâèè ñ òîé èëè èíîé ñôå-
ðîé ïðèìåíåíèÿ.

Â îñíîâå ìåòîäèêè ëåæèò ãëóáîêàÿ ôèçèêî-
õèìè÷åñêàÿ ìîäèôèêàöèÿ (ïðåäîáðàáîòêà) èñ-
õîäíîãî ñûðüÿ ñ ïîñëåäóþùèì ãîðÿ÷èì ïðåññî-
âàíèåì åãî â êîìïîçèòíûé ìàòåðèàë.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïëèòíûõ ìàòåðèàëîâ áåç
äîáàâëåíèÿ ñâÿçóþùèõ âåùåñòâ èñïîëüçîâàíà
ïåðñïåêòèâíàÿ, íàõîäÿùàÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ
âñå áîëåå øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå òåõíîëîãèÿ
âîäíî-òåïëîâîé îáðàáîòêè, îñíîâàííàÿ íà ìåòî-
äå âçðûâíîãî àâòîãèäðîëèçà - "ïàðîâîãî âçðû-
âà" [4,5], ïîçâîëÿþùåãî ñåëåêòèâíî âîçäåéñòâî-
âàòü íà ëèãíîóãëåâîäíûé êîìïëåêñ ðàñòèòåëü-
íîãî ìàòåðèàëà. Ïðè îáðàáîòêå ëèãíîöåëëþëî-
çû íàñûùåííûì ïàðîì ïðè âûñîêîé òåìïåðàòó-
ðå, ïðîèñõîäÿò ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå è õèìè÷å-
ñêèå èçìåíåíèÿ, ñîïðîâîæäàþùèåñÿ äåñòðóêöè-
åé îñíîâíûõ êîìïîíåíòîâ, âõîäÿùèõ â åãî ñî-
ñòàâ - ðàçðóøåíèå ìîðôîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû,
ãèäðîëèç ëèãíèíà è ãåìèöåëëþëîç ñ îáðàçîâàíè-
åì íèçêîìîëåêóëÿðíûõ âîäîðàñòâîðèìûõ ïðî-
äóêòîâ - ïåíòîçàíîâ è ãåêñîçàíîâ (ðåäóöèðóþ-
ùèõ âåùåñòâ), ñîäåðæàùèõ àëüäåãèäíûå ãðóï-
ïû. Îáðàçóþùèåñÿ ðåäóöèðóþùèå âåùåñòâà [6]
ïðè íàãðåâàíèè ñïîñîáíû âñòóïàòü â ðåàêöèþ ñ
íèçêîìîëåêóëÿðíûìè ôåíîëüíûìè ôðàãìåíòà-
ìè ëèãíèíà, è èãðàþò ðîëü ñâÿçóþùåãî êîìïî-
íåíòà â ïîëó÷àåìîì êîìïîçèòíîì ìàòåðèàëå.

Îáðàáîòàííîå ïåðåãðåòûì ïàðîì ñûðüå ïðè
ïîñëåäóþùåì ãîðÿ÷åì ôîðìîâàíèè áåç äîáàâ-
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ëåíèÿ êàêèõ-ëèáî ñâÿçóþùèõ âåùåñòâ îáðàçóåò
ïðî÷íûé è ñòàáèëüíûé êîìïîçèöèîííûé ìàòå-
ðèàë ñ âûñîêèìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè è ãèä-
ðîôîáíûìè ïîêàçàòåëÿìè. Îñíîâíîé ðåàêöèåé,
ïðåäïîëîæèòåëüíî ïðîòåêàþùåé ïðè ýòîì, ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåàêöèÿ ïîëèêîíäåíñàöèè ñ îáðàçîâàíè-
åì òåðìîïëàñòè÷íûõ ñìîë. Ïîäðîáíûé àíàëèç
âîçìîæíûõ ïðåâðàùåíèé, ïðèâîäÿùèõ ê "ñà-
ìîñêëåèâàíèþ" âîëîêíèñòîé ìàññû íà ñòàäèè
ïðåññîâàíèÿ, ïðèâåäåí â ðàáîòå [7].

Â îïðåäåëåííîì ïðèáëèæåíèè ðàçðàáàòûâà-
åìûé ñïîñîá ìîæíî ñ÷èòàòü àíàëîãîì ïðàê-
òè÷åñêè íåèçâåñòíîãî íà ïðîñòðàíñòâå áûâ-
øåãî ÑÑÑÐ ïðîöåññà ïîëó÷åíèÿ äðåâåñíî-
êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà "ìåçîíèò". Òåõíîëî-
ãèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèìåíÿåòñÿ â Ñåâåðíîé
Àìåðèêå, è òàêæå áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè
âçðûâíîãî àâòîãèäðîëèçà ðàñòèòåëüíîé áèîìàñ-
ñû [8]. Ïðåññîâàíèå ìàòåðèàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ
"ìîêðûì", ëèáî "ñóõèì" ñïîñîáîì. Îäíàêî, ïðè
ïðîèçâîäñòâå "ìåçîíèòà", êàê ïðàâèëî, èñïîëü-
çóþòñÿ äîáàâêè ñìîë è ðåàãåíòîâ, óâåëè÷èâàþ-
ùèõ ïðî÷íîñòü, âîäîñòîéêîñòü è äðóãèå ìåõàíè-
÷åñêèå ïîêàçàòåëè ìàòåðèàëà.

Ðàáîòû â íàïðàâëåíèè èñïîëüçîâàíèÿ âçðûâ-
íîãî àâòîãèäðîëèçà äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîìïîçèòîâ
áåç ñâÿçóþùèõ âåùåñòâ âåäóòñÿ â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ â ßïîíèè è Êàíàäå, ñâèäåòåëüñòâîì ÷åìó ÿâ-
ëÿåòñÿ ïàòåíò ÐÔ ïî êîíâåíöèîííîé ìåæäóíà-
ðîäíîé çàÿâêå � 2075384 (àâòîð Êóî-ÑåíãØåí).
Ñóùíîñòü ýòîãî èçîáðåòåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå
áëèçêîé ê ðîññèéñêîé ðàçðàáîòêå.

Ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðè-
àëîâ âêëþ÷àåò äâå îñíîâíûå ñòàäèè. Íà ïåðâîì
ýòàïå äðåâåñèíà (ëèãíîöåëëþëîçíûé ìàòåðèàë)
â âèäå îïèëîê, ñòðóæêè èëè ùåïû ïîäâåðãà-
åòñÿ âîçäåéñòâèþ ïåðåãðåòîãî íàñûùåííîãî ïà-
ðà â çàêðûòîì ñîñóäå ïðè òåìïåðàòóðå 443÷503
Ê. Äàâëåíèå â ðåàêòîðå óñòàíîâêè ñîîòâåòñòâó-
åò äàâëåíèþ íàñûùåííîãî ïàðà ïðè çàäàííîé
òåìïåðàòóðå è ñîñòàâëÿåò 8÷30 àòì. Ïî èñòå÷å-
íèè âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî äëÿ îáðàáîòêè, ïðî-
èçâîäÿò ðåçêèé ñáðîñ äàâëåíèÿ äî óðîâíÿ àò-
ìîñôåðíîãî, îñóùåñòâëÿÿ áûñòðóþ (âçðûâíóþ)
ðàçãðóçêó äðåâåñíîé ìàññû â ïðèåìíîå óñòðîé-
ñòâî. Äëèòåëüíîñòü è òåìïåðàòóðà ïàðîâîé ñòà-
äèè îïðåäåëÿþò ñòåïåíü äèñïåðñíîñòè ïîëó÷à-
åìîé âîëîêíèñòîé ìàññû è ãëóáèíó ãèäðîëèòè-
÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà äðåâåñèíó, ÷òî îáóñëîâ-
ëèâàåò êîíå÷íûå õàðàêòåðèñòèêè êîìïîçèòíîãî
ìàòåðèàëà â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûìè óñëîâè-
ÿìè ýêñïëóàòàöèè èçäåëèÿ. Îáðàáîòàííàÿ ïà-
ðîì äðåâåñèíà íà âûõîäå èç óñòðîéñòâà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé âëàæíóþ ðàçâîëîêíåííóþ ìàñ-
ñó áóðîãî öâåòà, ñòåïåíü äèñïåðñíîñòè êîòîðîé

çàâèñèò îò æåñòêîñòè óñëîâèé îáðàáîòêè è ñòå-
ïåíè ïåðâîíà÷àëüíîãî èçìåëü÷åíèÿ. Ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî óñëîâèå "âçðûâíîãî" ñïîñîáà äåêîì-
ïðåññèè íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì. Îïðåäåëÿþ-
ùèì ôàêòîðîì, âëèÿþùèì íà ñâîéñòâà âîëîê-
íèñòîé ìàññû è êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà, ÿâëÿ-
åòñÿ òåìïåðàòóðíî-âðåìåííîé, à äàâëåíèå ìîæåò
áûòü ñáðîøåíî ïîñòåïåííî.

Íà âòîðîé ñòàäèè, ãèäðîëèçîâàííàÿ è ïðåä-
âàðèòåëüíî âûñóøåííàÿ äðåâåñíàÿ ìàññà ôîð-
ìóåòñÿ â âèäå âîëîêíèñòîãî êîâðà è ïîäâåð-
ãàåòñÿ ãîðÿ÷åìó ïðåññîâàíèþ áåç èñïîëüçîâà-
íèÿ äîáàâîê êàêèõ-ëèáî êîìïîíåíòîâ. Ïðåññîâà-
íèå ìîæíî îñóùåñòâëÿòü íà ñòàíäàðòíîì ïðåñ-
ñîâîì îáîðóäîâàíèè, èñïîëüçóåìîì â ïðîèçâîä-
ñòâåííîì ïðîöåññå ïîëó÷åíèÿ äðåâåñíîñòðóæå÷-
íûõ ïëèò. Òåìïåðàòóðà ïðåññîâàíèÿ ñðàâíèòåëü-
íî íåâûñîêà, è ëåæèò â ïðåäåëàõ 383÷433 Ê,
äàâëåíèå íå ïðåâûøàåò 80 êã/ñì2.

Îòïðåññîâàííûé ìàòåðèàë ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé òâåðäóþ îäíîðîäíóþ ïëèòó êîðè÷íåâîãî
öâåòà, âíåøíèé âèä êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ èñõîä-
íîé ïðèðîäîé ìàòåðèàëà è æåñòêîñòüþ ðåæèìîâ
îáðàáîòêè. Øåðîõîâàòîñòü ïîâåðõíîñòè çàâèñèò
èñêëþ÷èòåëüíî îò êà÷åñòâà ðàáî÷èõ ïîâåðõíî-
ñòåé ïëèò ïðåññà.

Â çàâèñèìîñòè îò ðåæèìîâ ïîëó÷åíèÿ ìàòå-
ðèàëà, è òðåáîâàíèé ê õàðàêòåðèñòèêàì êîíå÷-
íîãî ïðîäóêòà, åãî ñâîéñòâà ìîãóò áûòü èçìå-
íåíû â âåñüìà øèðîêèõ ïðåäåëàõ. Ïëîòíîñòü:
600÷1400 êã/ì3, ïðî÷íîñòü ïðè ñòàòè÷åñêîì èç-
ãèáå: 10÷60 ÌÏà. Âîäîïîãëîùåíèå è ðàçáóõàíèå
çà 24 ÷àñà, îïðåäåëÿåìûå ïî ÃÎÑÒ 10632: 6 ÷30
%, 8÷30 % ñîîòâåòñòâåííî. Òåìïåðàòóðà ñòåêëî-
âàíèÿ 393÷413 Ê.

Îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ ðàçðàáàòûâàåìîé
òåõíîëîãèè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ
ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ïîëó÷àåìîãî
ìàòåðèàëà â çàâèñèìîñòè îò òðåáóåìûõ óñëîâèé,

èñïîëüçóÿ íå òîëüêî ðàçíûå ðåæèìû ïàðîâîé
îáðàáîòêè è ïðåññîâàíèÿ, íî è äðóãèå ñïîñîáû,
íàïðèìåð ïðèìåíåíèå ñûðüÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ,
èëè èñïîëüçîâàíèå âåùåñòâ, óñèëèâàþùèõ ãèä-
ðîëèòè÷åñêèå ïðåâðàùåíèÿ â ëèãíîöåëëþëîçå ñ
ïîëó÷åíèåì äîïîëíèòåëüíîãî êîëè÷åñòâà íèçêî-
ìîëåêóëÿðíûõ ñàõàðîâ.

Îäíèì èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëå-
íèé óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðè-
àëîâ, ïîëó÷àåìûõ ïî äàííîé òåõíîëîãèè, ÿâëÿ-
åòñÿ ñîçäàíèå êîìïîçèöèé îñîáîãî ðîäà, âêëþ-
÷àþùèõ ïîìèìî ãèäðîëèçîâàííîé ëèãíîöåëëþ-
ëîçíîé ìàññû ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ êîìïîíåí-
òîâ îðãàíè÷åñêîé è íåîðãàíè÷åñêîé ïðèðîäû.
Â êà÷åñòâå òàêèõ êîìïîíåíòîâ ïðåññîâî÷íûõ
ìàññ ìîãóò âûñòóïàòü ñòåêëÿííûå è îðãàíè÷å-

91



Âåñòíèê ÁÃÏÓ: Åñòåñòâåííûå è òî÷íûå íàóêè

ñêèå âîëîêíà, íèòè, òêàíè, ïîëèìåðíûå è ìå-
òàëëè÷åñêèå ñåòêè, ïîëèýòèëåí, è ò.ï. Ïðîâåäå-
íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ ïî îöåíêå
âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ òàêîãî ðîäà
íà ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîìïî-
çèòíîãî ìàòåðèàëà.

Íàïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå âñåãî îäíîãî ñëîÿ
ìåòàëëè÷åñêîé ñåòêè ñ ðàçìåðîì ÿ÷åéêè 3 × 3
ìì2 â êà÷åñòâå âíóòðåííåé àðìèðóþùåé ñòðóê-
òóðû, ïðèâîäèò ê ðåçêîìó óâåëè÷åíèþ îäíîãî
èç âàæíåéøèõ ïîêàçàòåëåé ìàòåðèàëà - óäàðíîé
âÿçêîñòè. Òàê, èñõîäíûé îáðàçåö êîìïîçèòíîãî
ìàòåðèàëà, ïîëó÷åííûé èç ñîñíîâîé äðåâåñèíû
áåç âïðåññîâûâàíèÿ ñåòêè èìååò óäàðíóþ âÿç-
êîñòü ïîðÿäêà 2,5 êÄæ/ì2, à ïðè íàëè÷èè ñåò-
êè ýòîò ïîêàçàòåëü âîçðàñòàåò â òðè ðàçà è ñî-
ñòàâëÿåò 7,5 êÄæ/ì2. Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü óâå-
ëè÷èâàåòñÿ ëèøü íà äåñÿòü ïðîöåíòîâ. Âïðåññî-
âûâàíèå îäíîãî ñëîÿ áÿçè ïðèâîäèò ê ïî÷òè äâó-
êðàòíîìó óâåëè÷åíèþ óäàðíîé âÿçêîñòè (äî 4,8
êÄæ/ì2) ïðè ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííîé ïëîòíî-
ñòè.

Èñïîëüçîâàíèå òîíêèõ ïîëèýòèëåíîâûõ è ïî-
ëèïðîïèëåíîâûõ ïðîñëîåê â êà÷åñòâå êîìïîíåí-
òà íàðóæíûõ ñëîåâ ïðèâîäèò ê ðåçêîìó óëó÷-
øåíèþ ãèäðîôîáíûõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà.
Åãî âîäîïîãëîùåíèå è ðàçáóõàíèå ïîñëå 24-õ ÷à-
ñîâîãî ïðåáûâàíèÿ â âîäå (áåç ïîëèýòèëåíà) ñî-
ñòàâëÿåò 8÷15%, òîãäà êàê ñ ïîëèýòèëåíîì ñíè-
æàåòñÿ äî 4÷5 %. Ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà, ïëîò-
íîñòü è óäàðíàÿ âÿçêîñòü ïðè ýòîì îñòàþòñÿ
íåèçìåííûìè.

Ê èíòåðåñíûì ðåçóëüòàòàì ïðèâîäèò äîáàâ-
ëåíèå â âîëîêíèñòóþ ìàññó ïðè ïðåññîâàíèè îò-
õîäîâ ïîëèýòèëåíà â âèäå ìåëêîé ñòðóæêè. Òà-
êèì îáðàçîì ñìîäåëèðîâàí ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ
êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà, èìåþùåãî â ñâîåì ñî-
ñòàâå äî 20% îòõîäîâ ïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ,
øèðîêî èñïîëüçóåìûõ â ðàçâèòûõ ñòðàíàõ ïðè
ïðîèçâîäñòâå êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ïî-
äîáíîãî êëàññà. Îáíàðóæåíî, ÷òî íàðÿäó ñ î÷å-
âèäíûì ñóùåñòâåííûì óëó÷øåíèåì ãèäðîôîá-
íûõ ïîêàçàòåëåé, â ìàòåðèàëå ñ ñîäåðæàíèåì ïî-
ëèýòèëåíà äî 10% íàáëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå óäàð-

íîé âÿçêîñòè è ïðî÷íîñòè. Ïðè÷åì ââîä äàæå
íåçíà÷èòåëüíîãî åãî êîëè÷åñòâà - äî 1,0% óâå-
ëè÷èâàåò ïðî÷íîñòü ïðè èçãèáå è óäàðíóþ âÿç-
êîñòü ïðèáëèçèòåëüíî íà 20%. Äàëüíåéøåå óâå-
ëè÷åíèå ñîäåðæàíèÿ ïîëèýòèëåíà ëèøü íåçíà÷è-
òåëüíî óëó÷øàåò ýòè ïîêàçàòåëè.

Øèðîêèå âîçìîæíîñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ ïðîöåññà íà âñåõ ñòàäèÿõ èçãîòîâëåíèÿ,
â êîìïëåêñå ñ èñïîëüçîâàíèåì äîïîëíèòåëü-
íûõ êîìïîíåíòîâ, ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ìàòåðè-
àë ñ çàðàíåå çàäàííûìè ñâîéñòâàìè äëÿ ðàç-
íûõ óñëîâèé ýêñïëóàòàöèè. Îáëàñòü åãî ïðè-
ìåíåíèÿ îáóñëîâëåíà âåñüìà âûñîêèìè ôèçèêî-
ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è ìîæåò âêëþ÷àòü
ìåáåëüíóþ ïðîìûøëåííîñòü (ïðîèçâîäñòâî ìå-
áåëè), ñòðîèòåëüñòâî (ñòðîèòåëüíûå êîíñòðóê-
öèè, ïàíåëè, êðîâëÿ, àíòðåñîëè, íàñòèë ïîëîâ),
ïðîèçâîäñòâî êîðïóñîâ ïðèáîðîâ, òàðû, è ò.ï.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàí íîâûé, ïîòåíöè-
àëüíî ìåíåå çàòðàòíûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ êîìïî-
çèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ - àíàëîãîâ ÄÑÏ è ÄÂÏ
ñ âûñîêèìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿ-
ìè. Îòíîñèòåëüíî íèçêàÿ ñåáåñòîèìîñòü èçäåëèé
îáóñëîâëåíà îòñóòñòâèåì íåîáõîäèìîñòè â èñ-
ïîëüçîâàíèè êàêèõ-ëèáî ñâÿçóþùèõ êîìïîíåí-
òîâ, êðîìå òåõ, ÷òî îáðàçóþòñÿ â ñàìîì ëèã-
íîöåëëþëîçíîì ìàòåðèàëå ïðè ïàðîâîé ïðåäîá-
ðàáîòêå, à òàêæå âîçìîæíîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ
ëþáîãî ëèãíîöåëëþëîçíîãî ñûðüÿ, â òîì ÷èñ-
ëå îòõîäîâ, ÿâëÿþùèõñÿ äåøåâûì íåëèêâèäíûì
ïðîäóêòîì ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîãî è äåðåâîîáðà-
áàòûâàþùåãî ïðîèçâîäñòâ.

Íèçêàÿ òîêñè÷íîñòü ïëèò è îòíîñèòåëüíàÿ
ïðîñòîòà òåõíîëîãèè èõ ïîëó÷åíèÿ ìîãóò ñòàòü
ôàêòîðîì, ñïîñîáñòâóþùèì ëó÷øåìó êîììåð÷å-
ñêîìó ñáûòó, êàê ñàìîãî ìàòåðèàëà, òàê è èç-
äåëèé èç íåãî ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûìè
àíàëîãàìè. Êðîìå òîãî, ïðîèçâîäñòâî ìàòåðèà-
ëà ïî ïðåäñòàâëåííîìó ñïîñîáó, íåñîìíåííî, ÿâ-
ëÿåòñÿ áîëåå òåõíîëîãè÷íûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïî-
ëó÷åíèÿ ïëèò ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè äëÿ òåõ
èëè èíûõ óñëîâèé ýêñïëóàòàöèè áåç ñóùåñòâåí-
íîé ïåðåäåëêè è ïåðåíàñòðîéêè òðàäèöèîííûõ
òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.
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ÄÈÄÀÊÒÈÊÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ È ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÈ

ÓÄÊ 514.765

À.Ì. Èùóê

ÒÅÑÒÎÂÛÅ ÇÀÄÀÍÈß ÏÎ ÐÈÌÀÍÎÂÎÉ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ
È ÒÅÍÇÎÐÍÎÌÓ ÀÍÀËÈÇÓ

Â ðàáîòàõ [1]-[2] ìû ðàññìàòðèâàëè âîç-
ìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïàêåòà
"Maple"ïðè èçó÷åíèè ñòóäåíòàìè êóðñà "Ðèìà-
íîâà ãåîìåòðèÿ è òåíçîðíûé àíàëèç", îñîáåííî-
ñòè ïîñòðîåíèÿ ýòîãî êóðñà äëÿ ñòóäåíòîâ ïåäà-
ãîãè÷åñêîãî âóçà. Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì
îäèí èç âàðèàíòîâ êîíòðîëÿ óñâîåíèÿ ýòîãî ìà-
òåðèàëà ñòóäåíòàìè.

Äëÿ ïðîâåðêè çíàíèé ñòóäåíòîâ íàìè áûëà
ðàçðàáîòàíà ñèñòåìà òåñòîâ. Îñîáåííîñòü ýòèõ
òåñòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â èõ ñòðóêòóðå - ýòî òà æå
ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â òåñòàõ ÅÃÝ
- åäèíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ýêçàìåíà ïî ìàòåìà-
òèêå. Òåñò ñîñòîèò èç òðåõ áëîêîâ.

Ïåðâûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ çàäàíèÿ ñ âûáîðîì
îòâåòà. Ýòî çàäàíèÿ íàèáîëåå ïðîñòûå ïî ñâîåìó
ñîäåðæàíèþ. Â íàøåì ñëó÷àå çàäà÷è ýòîãî áëî-
êà íàïðàâëåíû íà ïðîâåðêó óñâîåíèÿ îñíîâíûõ
ïîíÿòèé ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè è òåíçîðíîãî àíà-
ëèçà, íà ïðîâåðêó çíàíèé îñíîâíûõ òåîðåì ýòîãî
êóðñà, îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîñòåéøèå óïðàæ-

íåíèÿ ïî ìàòåðèàëó íàèáîëåå âàæíûõ ðàçäåëîâ
êóðñà.

Âòîðîé áëîê � ýòî çàäà÷è, êîòîðûå óæå ïðåä-
ïîëàãàþò íå âûáîð îòâåòà (ãäå ïîäñêàçêîé ìîãóò
ñëóæèòü ïðåäëàãàåìûå âàðèàíòû), à ðåøåíèå çà-
äà÷è è ñàìîñòîÿòåëüíóþ çàïèñü îòâåòà, â êà÷å-
ñòâå êîòîðîãî ìîæåò âûñòóïàòü êàê ÷èñëî, òàê
è, íàïðèìåð, ìàòðèöà.

Çàäà÷è òðåòüåãî áëîêà ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå
ñëîæíûìè èç ïðåäëàãàåìûõ. Êàê è â òåñòàõ åäè-
íîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ýêçàìåíà ïî ìàòåìàòèêå
îíè ïðåäïîëàãàþò òùàòåëüíóþ ïðîâåðêó ðåøå-
íèÿ ïðåïîäàâàòåëåì (îïèðàÿñü íà îïðåäåëåííûå
êðèòåðèè ïðîâåðêè). Ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ÷àùå
âñåãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîêàçàòåëüñòâî îïðå-
äåëåííûõ óòâåðæäåíèé. Îíè òðåáóþò îò ñòóäåí-
òà âëàäåíèÿ èíûìè íàâûêàìè, èíûìè çíàíèÿ-
ìè èç êóðñà, íåæåëè â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ. Â
êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì îäèí èç âà-
ðèàíòîâ, ïðåäëàãàåìûõ áàêàëàâðàì íà èòîãîâîé
êîíòðîëüíîé ðàáîòå.

À

1. Êàêîå èç äàííûõ îïðåäåëåíèé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì òåíçîðà?

1. Åñëè íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (íåêîòîðîìó áàçèñó) â n-ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X

îòíåñåíà ñèñòåìà np+q ÷èñåë A
j1...jq

i1,...,ip
, i1, ..., ip, j1...jq = 1, ..., n, ïðè÷åì ïðè ïåðåõîäå îò ýòîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò ê íåêîòîðîé äðóãîé (îò äàííîãî áàçèñà ê íåêîòîðîìó äðóãîìó) ýòè ÷èñëà ïðåîáðàçóþò-
ñÿ ïî "òåíçîðíîìó çàêîíó", òî ìû ãîâîðèì, ÷òî íàì çàäàí òåíçîð. Ýòîò òåíçîð íàçûâàåòñÿ p ðàç
êîâàðèàíòíûì è q ðàç êîíòðàâàðèàíòíûì. ×èñëî p+ q íàçûâàåòñÿ ðàíãîì (âàëåíòíîñòüþ) òåíçîðà.

Ñàìè ÷èñëà A
j1...jq

i1,..., ip
, i1, ..., ip, j1...jq = 1, ..., n, íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè (êîìïîíåíòàìè)òåíçîðà.

2. Åñëè êàæäîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (êàæäîìó áàçèñó) â n-ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X

îòíåñåíà ñèñòåìà np+q ÷èñåë A
i1,...,ip

j1...jq
, i1, ..., ip, j1...jq = 1, ..., n, ïðè÷åì ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñè-

ñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé (îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó) ýòè ÷èñëà ïðåîáðàçóþòñÿ ïî "òåíçîðíî-
ìó çàêîíó", òî ìû ãîâîðèì, ÷òî íàì çàäàí òåíçîð. Ýòîò òåíçîð íàçûâàåòñÿ p ðàç êîâàðèàíòíûì
è q ðàç êîíòðàâàðèàíòíûì. ×èñëî p + q íàçûâàåòñÿ ðàíãîì (âàëåíòíîñòüþ) òåíçîðà. Ñàìè ÷èñëà

A
j1...jq

i1,..., ip
, i1, ..., ip, j1...jq = 1, ..., n, íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè (êîìïîíåíòàìè)òåíçîðà.

3. Åñëè íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (íåêîòîðîìó áàçèñó) â n-ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X

îòíåñåíà ñèñòåìà np+q ÷èñåë A
j1...jq

i1,...,ip
, i1, ..., ip, j1...jq = 1, ..., n, ïðè÷åì ïðè ïåðåõîäå îò ýòîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò ê íåêîòîðîé äðóãîé (îò äàííîãî áàçèñà ê íåêîòîðîìó äðóãîìó) ýòè ÷èñëà ïðåîáðàçóþòñÿ
ïî "òåíçîðíîìó çàêîíó", òî ìû ãîâîðèì, ÷òî íàì çàäàí òåíçîð. Ýòîò òåíçîð íàçûâàåòñÿ q ðàç êî-
âàðèàíòíûì è p ðàç êîíòðàâàðèàíòíûì. ×èñëî p + q íàçûâàåòñÿ ðàíãîì (âàëåíòíîñòüþ) òåíçîðà.

Ñàìè ÷èñëà A
j1...jq

i1,..., ip
, i1, ..., ip, j1...jq = 1, ..., n, íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè (êîìïîíåíòàìè)òåíçîðà.

4. Åñëè êàæäîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (êàæäîìó áàçèñó) â n-ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X

îòíåñåíà ñèñòåìà np+q ÷èñåë A
j1...jq

i1,...,ip
, i1, ..., ip, j1...jq = 1, ..., n, ïðè÷åì ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñè-
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ñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé (îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó) ýòè ÷èñëà ïðåîáðàçóþòñÿ ïî "òåíçîðíî-
ìó çàêîíó", òî ìû ãîâîðèì, ÷òî íàì çàäàí òåíçîð. Ýòîò òåíçîð íàçûâàåòñÿ p ðàç êîâàðèàíòíûì
è q ðàç êîíòðàâàðèàíòíûì. ×èñëî p + q íàçûâàåòñÿ ðàíãîì (âàëåíòíîñòüþ) òåíçîðà. Ñàìè ÷èñëà

A
j1...jq

i1,..., ip
, i1, ..., ip, j1...jq = 1, ..., n, íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè (êîìïîíåíòàìè)òåíçîðà.

(Îòâåò: 2)

2. Êàêîå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé âåðíî?

1. E∗ = En 3. (En)∗ = En

2. (En)∗ = E 4. E∗ = (En)∗

(Îòâåò: 3)

3.Óêàæèòå âàëåíòíîñòü òåíçîðà ε(u, v, ξ) = ξ(u× v)

1.(2, 1) 3.(1, 2)
2.(0, 3) 4.(3, 0)

(Îòâåò: 3)

4. Íàéòè ñóììó òåíçîðîâ â V 2, êîìïîíåíòû êîòîðûõ çàäàíû ìàòðèöàìè:

‖Aij‖ =
[

1 0
3 4

]
, ‖Bij‖ =

[
0 5
−3 1

]
.

1.
[

1/2 5/2
2 5/2

]
2.
[

1 5
0 5

]
3.
[

1 −6
5 5

]
4.
[

1/2 5/2
−3 5/2

]
(Îòâåò: 2)

5.Äàí òåíçîð ∥∥Aij
∥∥ =

 1 1 0
0 0 1
1 2 3


Íàéòè A(ij).

1.

 1 1/2 1/2
1/2 0 3/2
1/2 3/2 3

 2.
 2 1 1

1 0 3
1 3 6

 3.
 1 1 1

1 0 3
1 3 3

 4.
 1 1 10

3 0 1
3 1 3


(Îòâåò: 1)

B

1. Ïóñòü t ∈ T 1
2 V

2 ∥∥t1ij∥∥ =
[

0 1
2 1

]
,
∥∥t2ij∥∥ =

[
3 −1
2 0

]
.

Âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû òåíçîðà tk(ij).

Îòâåò: ∥∥∥t1(ij)∥∥∥ =
[

0 3/2
3/2 1

]
,

∥∥∥t2(ij)∥∥∥ =
[

3 1/2
1/2 0

]
.
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2.Äàí òåíçîð t : t(u, v) = u1v1 − 2u2v1 − 3u1v2 + u1v3. Íàéòè åãî êîîðäèíàòû.

(Îòâåò: t11 = t13 = 1, t12 = −3, t21 = −2)

3.Íàéòè p = u ∧ v åñëè u = (1, 0, 1, 2), v(0, 1,−1, 1).

(Îòâåò:
∥∥pij

∥∥ =


0 1 −1 1

−1 0 −1 −2
1 1 0 3

−1 2 −3 0

)
C

1. Äîêàçàòü, ÷òî m âåêòîðîâ v1, v2, . . . vm ëèíåéíî çàâèñèìû â V n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
v1 ∧ v2 ∧ . . . ∧ vm = 0.

2. Îïðåäåëèòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êîñîñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ Λp(èëè Λp), åñëè dimV = n.

Îòâåò: Cp
n
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Ñ.Ñ. Ìàóñûìáàåâ, È.Â. Ïàâëîâ. Ïðèìåíåíèå êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé ...

ÓÄÊ 373.1.013.+378

Ñ.Ñ. Ìàóñûìáàåâ, È.Â. Ïàâëîâ

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ
Â ÑÏÅÖÊÓÐÑÅ "ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÇÀÐßÆÅÍÍÛÕ×ÀÑÒÈÖ
Â ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÕ ÏÎËßÕ"

Íà êàôåäðå îáùåé ôèçèêè Ñåìèïàëàòèíñêî-
ãî ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà ïåðâûå ëàáîðà-
òîðíûå ðàáîòû ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðíûõ
ìîäåëåé áûëè ñîçäàíû â 1986 ã. â ðàìêàõ ôà-
êóëüòàòèâà "Îñíîâû ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëåíèé íà
ÝÂÌ" [1]. Â äàëüíåéøåì ýòè ðàáîòû ïåðåäàâà-
ëèñü â ñîîòâåòñòâóþùèå ëàáîðàòîðèè è ê íàñòî-
ÿùåìó âðåìåíè îíè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ êàê â
äîïîëíåíèå ê îáû÷íûì ðàáîòàì âî âñåõ ïðàêòè-
êóìàõ ïî îáùåé ôèçèêå è ðÿäå ñïåöêóðñîâ, òàê è
àâòîíîìíî, îñîáåííî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íàòóð-
íûé ýêñïåðèìåíò ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì ïðàê-
òè÷åñêè íåâîçìîæåí.

Èìåííî ñ ïîäîáíîé ñèòóàöèåé ñòàëêèâàåìñÿ,
íàïðèìåð, â ñïåöêóðñå "Äâèæåíèå è èçëó÷åíèå
çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ñêðåùåííûõ ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ ïîëÿõ", ðàçðàáîòàííîì è âíåäðåííîì ñ
1979 ã. â ó÷åáíûé ïðîöåññ äëÿ ñòóäåíòîâ ñïå-
öèàëüíîñòè "ôèçèêà" â îáúåìå 28 ÷àñîâ ëåê-
öèîííûõ è 28 ÷àñîâ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé, èí-
òåãðèðóþùåãî êóðñû îáùåé ôèçèêè, òåîðåòè÷å-
ñêîé ôèçèêè è ïð. Ïåðâîíà÷àëüíî íà ïðàêòè÷å-
ñêèõ çàíÿòèÿõ ñòóäåíòû ðåøàëè çàäà÷è íà ðàñ-
÷åò õàðàêòåðèñòèê äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷à-
ñòèö. Åñòåñòâåííî, ïîäáîðêà çàäà÷ îãðàíè÷èâà-
ëàñü òðóäîåìêîñòüþ èõ ðåøåíèÿ è ñîäåðæàëà,
ïðåæäå âñåãî, çàäà÷è, èìåþùèå àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå.

Â òî æå âðåìÿ íåîáõîäèìî îòìåòèòü àêòóàëü-
íîñòü äàííîãî âîïðîñà â ñîâðåìåííîé íàóêå è
òåõíèêå. Ðàñ÷åò õàðàêòåðèñòèê äâèæåíèÿ çàðÿ-
æåííûõ ÷àñòèö íåîáõîäèì ïðè ðàçðàáîòêå è ñî-
çäàíèè ýëåêòðîííûõ ïðèáîðîâ, â òîì ÷èñëå ïðè
èçãîòîâëåíèè ìèêðîñõåì, ðàçðàáîòêå óñêîðèòå-
ëåé, â ðåøåíèè ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ïîâåäåíè-
åì ïëàçìû, âêëþ÷àÿ èçó÷åíèå åå â àñòðîôèçèêå
è ò.ä. è ò.ï.

Âñå ýòî ïîòðåáîâàëî ïîñòîÿííîãî ðàñøèðå-
íèÿ è óñëîæíåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàìêàõ
ñïåöêóðñà çàäà÷, ÷òî áûëî áû íåâîçìîæíî áåç
èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåðîâ è êîìïüþòåðíûõ
ìîäåëåé íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ. Ïðèìåíåíèå
êîìïüþòåðà ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ÷èñëåííî ðå-
øàòü ìíîãèå äîñòàòî÷íî ñëîæíûå çàäà÷è, íî è
äàåò âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíîé îáðàáîòêè è âè-
çóàëèçàöèè ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ îñíîâà êîìïüþòåðíîé ìîäåëè
â ïðîñòîì ñëó÷àå îñíîâàíà íà õîðîøî èçâåñòíîé

ôîðìóëå ñèëû Ëîðåíöà [2]:

ρ

F= q
ρ

E +q[
ρ

V x
ρ

B],

äåéñòâóþùåé íà çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó ñ çàðÿäîì

q, äâèãàþùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ
ρ

V â ýëåêòðè÷å-

ñêîì ïîëå íàïðÿæåííîñòüþ
ρ

E è ìàãíèòíîì ïîëå

ñ èíäóêöèåé
ρ

B.
Äàëåå çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷à-

ñòèöû â ôîðìå 2-ãî çàêîíà Íüþòîíà (íåðåëÿòè-
âèñòñêèé ñëó÷àé) :

m
d

ρ

V

dt
= q

ρ

E +q[
ρ

V x
ρ

B].

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äâèæåíèÿ åäèíñòâåí-
íîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîñòîÿííûõ ýëåêòðè-
÷åñêîì è ìàãíèòíîì ïîëÿõ èìååòñÿ àíàëèòè÷å-
ñêîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíå-
íèå êîìïüþòåðà ñâîäèòñÿ, ïðåæäå âñåãî, ê âè-
çóàëèçàöèè òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû äëÿ
ïîëåé ñ ðàçëè÷íîé âçàèìíîé îðèåíòàöèåé [3].

Â òî æå âðåìÿ óæå çäåñü ïåäàãîãè÷åñêè èí-
òåðåñíî ïðèìåíåíèå èìèòàöèîííîé ìîäåëè, ÷òî
ïîçâîëÿåò ñòóäåíòàì áîëåå ãëóáîêî ïîíÿòü êàê
ñóùíîñòü ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ, òàê è ìåòîäîâ
èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Òàê êàê ìîäåëè-
ðîâàíèå â íàøåì ñëó÷àå èãðàåò âñïîìîãàòåëü-
íóþ ðîëü, ïîçâîëÿÿ áîëåå ãëóáîêî ðàçîáðàòüñÿ â
ôèçèêå ÿâëåíèÿ, òî ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ïðî-
ñòåéøàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà Ýéëåðà â âèäå ðåêóð-
ðåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ïîëîæå-

íèå
ρ
r (t) è ñêîðîñòü

ρ

V (t) ÷àñòèöû íà âðåìåííîé
ñåòêå ñ øàãîì ∆t:

ρ
r (t+ ∆t) =

ρ
r (t)+

ρ

V (t)∆t,

ρ

V (t+ ∆t) =
ρ

V (t) +
q

ρ

E +q[
ρ

V (t)× ρ

B]
m

· ∆t.
Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû èìèòàöèîííîé ìîäåëè

ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ñòó-
äåíòû ìîãóò èññëåäîâàòü ãðàíèöû ïðèìåíèìî-
ñòè èìèòàöèîííîé ìîäåëè, âëèÿíèå âåëè÷èíû
âðåìåííîãî øàãà ∆t íà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ.

Äàëüíåéøåå óñëîæíåíèå ìîäåëè è ðåøàåìûõ
ñ åå ïîìîùüþ çàäà÷ ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ïðåæäå
âñåãî ñ ðàññìîòðåíèåì ìåíÿþùèõñÿ êàê âî âðå-
ìåíè, òàê è ïðîñòðàíñòâå ïîëåé, äëÿ ÷åãî âòîðîå
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ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âè-
äå :

ρ

V (t+∆t) =
ρ

V (t)+
q

ρ

E (
ρ
r, t) + q[

ρ

V (t)× ρ

B (
ρ
r, t)]

m
·∆t.

Â êà÷åñòâå çàäà÷ ñ ïðàêòè÷åñêèì ñîäåðæàíè-
åì íàìè ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïðîñòåéøèõ
óñêîðèòåëåé - ëèíåéíîãî è öèêëîòðîíà.

Ñëåäóþùåå óñëîæíåíèå ìîäåëè - ó÷åò ðåëÿ-
òèâèñòñêèõ ýôôåêòîâ - ïðåæäå âñåãî óâåëè÷åíèÿ
ìàññû ÷àñòèöû ñ ðîñòîì åå ñêîðîñòè. Ýòî ïîçâî-
ëÿåò ðàññìîòðåòü óñêîðåíèå ÷àñòèö â óñêîðèòå-
ëÿõ òèïà ôàçîòðîí è ñèíõðîôàçîòðîí.

Âåñüìà ïîëåçíûì êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè-
÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òàê è ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíå-
íèé ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå äâèæåíèÿ íåñêîëü-
êèõ ÷àñòèö, ñ ó÷åòîì èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ýòîì
ñëó÷àå âîçìîæíî íàáëþäåíèå ðÿäà èíòåðåñíûõ
ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, íàïðèìåð, òàêèõ êàê : ñèí-
õðîíèçàöèÿ "ñãóñòêîâ" ÷àñòèö â óñêîðèòåëÿõ,
"ñàìîôîêóñèðîâêà" ïó÷êîâ, ìîäåëèðîâàíèå êîë-
ëàéäåðîâ êàê öèêëè÷åñêèõ, òàê è ëèíåéíûõ è
ò.ï. Òàêæå âîçìîæíî èçó÷åíèå çàäà÷, ñâÿçàííûõ
ñ äâèæåíèåì ÷àñòèö â âåùåñòâå, íàïðèìåð, ôè-
çè÷åñêèõ ïðîöåññîâ âçàèìîäåéñòâèÿ íîñèòåëåé
çàðÿäà â ïîëóïðîâîäíèêàõ, âîçíèêíîâåíèå ýô-
ôåêòà Õîëëà.

Óñëîæíåíèå ìîäåëè äîïîëíåíèåì ìîäóëÿ
ó÷åòà èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí çàðÿ-
æåííûìè ÷àñòèöàìè, äâèãàþùèìèñÿ ñ óñêîðå-
íèåì [2], ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü öåëûé ðÿä
èíòåðåñíûõ, íî äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ çàäà÷ [4].
Íàïðèìåð, äâèæåíèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö êîñ-
ìè÷åñêèõ ëó÷åé â ìàãíèòíîì ïîëå Çåìëè, ñèí-
õðîòðîííîå èçëó÷åíèå è îãðàíè÷åíèå âåðõíå-
ãî ïðåäåëà ýíåðãèè, äî êîòîðîãî ìîãóò áûòü
óñêîðåíû ýëåêòðîíû â áåòàòðîíå, âîçíèêíîâå-
íèå òîðìîçíîãî ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ, èçëó-
÷åíèÿ Âàâèëîâà-×åðåíêîâà, ïåðåõîäíîãî èçëó-
÷åíèÿ, âîçíèêàþùåãî ïðè ïåðåõîäå ðàâíîìåðíî
äâèãàþùèõñÿ ÷àñòèö èç îäíîé ñðåäû â äðóãóþ.

Ó÷åò èçëó÷åíèÿ äàåò âîçìîæíîñòü ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ýëåêòðîííûõ ìàçåðîâ íà öèêëîòðîííîì
ðåçîíàíñå, øèðîêî ïðèìåíÿåìûõ â ôèçè÷åñêèõ
ýêñïåðèìåíòàõ, íîâûõ òåõíîëîãèÿõ è ìåäèöèíå,
à òàêæå ìàçåðîâ â êîñìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ, äîñòà-
òî÷íî òèïè÷íûõ äëÿ ïëàíåòíûõ è çâåçäíûõ ìàã-
íèòîñôåð. Êîñìè÷åñêèå öèêëîòðîííûå ìàçåðû
ñëóæàò èñòî÷íèêîì ìàêðîâîëí, îïðåäåëÿÿ óðî-
âåíü íèçêî÷àñòîòíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó-
÷åíèÿ è ðåãóëèðóÿ êîëè÷åñòâî çàðÿæåííûõ ÷à-
ñòèö âûñîêèõ ýíåðãèé â îêîëîïëàíåòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ê ýòîìó ìîìåíòó óäîá-
íî â ìîäåëè ïðåäñòàâëÿòü âûðàæåíèå ñèëû

Ëîðåíöà ÷åðåç ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîòåíöèàëû.
Óñêîðåíèå ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì çàâè-
ñèìîñòè ìàññû îò ñêîðîñòè è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåðü ýíåðãèè ÷àñòèöåé íà èç-
ëó÷åíèå è, ñ ó÷åòîì ýòîãî, äëÿ íàõîæäåíèÿ èç-
ìåíåíèÿ ñêîðîñòè.

Íàèáîëüøóþ ñëîæíîñòü ìîäåëü äâèæåíèÿ
çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ïðèîáðåòàåò ïðè ââåäåíèè â
íåå êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ [2]. Ýòîò âàðèàíò ñåãî-
äíÿ íàõîäèòñÿ â ñòàäèè ðàçðàáîòêè - ïîäáîðêå è
óòî÷íåíèè êàê êðóãà ïîäëåæàùèõ ðàññìîòðåíèþ
ÿâëåíèé, òàê è â ìåòîäàõ è ñïîñîáàõ ðåàëèçàöèè
êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé.

Äëÿ ýôôåêòèâíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ èì
ïðåäîñòàâëÿåòñÿ íàáîð ãîòîâûõ ïðîãðàììíûõ
ìîäóëåé â âèäå èñõîäíèêîâ, ñîäåðæàùèõ êàê
ðàçëè÷íûå ïî ñëîæíîñòè ôèçè÷åñêèå ìîäåëè è
ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ñõåìû, òàê è ìîäóëè îá-
ðàáîòêè, àíàëèçà è âèçóàëèçàöèè ðåçóëüòàòîâ,
÷òî ïîçâîëÿåò âàðüèðîâàòü ñëîæíîñòü çàäàíèé,
â òîì ÷èñëå â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ ïîäãîòîâêè
ñòóäåíòà.

Ðàçðàáîòàííûå ïðîãðàììíûå ìîäóëè ïîçâî-
ëÿþò ñòóäåíòàì ýôôåêòèâíî óïðàâëÿòü ðàáîòîé
ìîäåëåé â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå, ñîõðàíÿòü âñå
íåîáõîäèìûå ïàðàìåòðû êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè
ìîäåëè, îáðàáàòûâàòü èõ è îòîáðàæàòü ðåçóëü-
òàòû íà ýêðàíå ìîíèòîðà â íàãëÿäíîì è óäîáíîì
äëÿ âîñïðèÿòèÿ âèäå. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëè-
ðîâàíèå ïîçâîëÿåò âàðüèðîâàòü âðåìåííîé ìàñ-
øòàá ñîáûòèé è ìîäåëèðîâàòü ñèòóàöèè, ïðàê-
òè÷åñêè íå ðåàëèçóåìûå â íàòóðíûõ ôèçè÷å-
ñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ, îñîáåííî â óñëîâèÿõ âûñ-
øèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðàêòè÷åñêèå çà-
íÿòèÿ ñ êîìïüþòåðíûìè ìîäåëÿìè ðåàëüíî ìî-
ãóò èñïîëüçîâàòüñÿ, òàê æå êàê è îáû÷íûå ëà-
áîðàòîðíûå ðàáîòû è ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû íà
âûïîëíåíèå â òå÷åíèå îäíîé èëè äâóõ ïàð, â çà-
âèñèìîñòè îò ñëîæíîñòè çàäàíèÿ. Ïðè ýòîì çà
âðåìÿ çàíÿòèÿ ñòóäåíòû óñïåâàþò íåîäíîêðàò-
íî ïðîâåñòè êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò ñ ðàç-
ëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè ìîäåëè, ïðîâåñòè íåîá-
õîäèìóþ, â òîì ÷èñëå ñòàòèñòè÷åñêóþ îáðàáîò-
êó ðåçóëüòàòîâ è âèçóàëèçèðîâàòü èõ ñ ïîìîùüþ
êîìïüþòåðà. Ðàáîòà ñòóäåíòîâ-ôèçèêîâ óïðîùà-
åòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì îòíîøåíèè è ñâîäèòñÿ,
ïðåæäå âñåãî, ê ôèçèêå - ê îáúÿñíåíèþ ïîëó-
÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, îöåíêå èõ òî÷íîñòè è ò.ï.
Ïðè ýòîì ïîýòàïíîå âêëþ÷åíèå â ðàññìîòðåíèå
äîïîëíèòåëüíûõ ôàêòîðîâ, ïîñòåïåííî óñëîæ-
íÿþùèõ ìîäåëü è ïðèáëèæàþùèõ åå ê ðåàëü-
íîìó ôèçè÷åñêîìó ÿâëåíèþ, ïðåäîñòàâëÿåò áî-
ãàòûå âîçìîæíîñòè äëÿ ïîíèìàíèÿ è óñâîåíèÿ
ñòóäåíòàìè ôèçè÷åñêîé ñóùíîñòè èññëåäóåìûõ
ÿâëåíèé.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÓ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ

Ñîâåðøåíñòâîâàíèå ñîäåðæàíèÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáðàçîâàíèÿ ïîä÷èíåíî àêòèâèçàöèè ïî-
çíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè ñòóäåíòîâ, âîñïèòà-
íèþ ó íèõ íàâûêîâ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû,
ðàçâèòèþ èõ óìñòâåííûõ ñïîñîáíîñòåé è èíòå-
ðåñà ê ïðåäìåòó, ôîðìèðîâàíèþ àêòèâíîé ëè÷-
íîñòè.

Îäíîé èç ôîðì ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíî-
ñòè ñòóäåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷, ðåçóëüòà-
òèâíîñòü êîòîðîé çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåòñÿ, åñëè
ñòóäåíòàì ïðåäëàãàþòñÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî. Îíè ïîáóæäàþò ñòóäåíòîâ àêòèâíî ðàáî-
òàòü, à íå âûïîëíÿòü ðåøåíèå ìåõàíè÷åñêè, áåç
âñÿêîãî óñèëèÿ ìûñëè. Íî ïîèñêè äîêàçàòåëü-
ñòâà ÷àñòî âûçûâàþò ó íèõ çàòðóäíåíèÿ.

Â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò â ýëåìåíòàðíîé ìàòå-
ìàòèêå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî íåðàâåíñòâ. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå òèïè÷-
íûå îøèáêè, êîòîðûå äîïóñêàþò ñòóäåíòû â ñâî-
èõ ðàññóæäåíèÿõ.

Âûÿâëÿþò íå âñå óñëîâèÿ, âûòåêàþùèå èç çà-
äàíèÿ.

Íàïðèìåð, â çàäàíèè íàéòè íàèáîëüøåå çíà-
÷åíèè ôóíêöèè y = x

ax2+b , åñëè a > 0, b > 0
ìíîãèå ñòóäåíòû íå ó÷èòûâàþò, ÷òî ñëåäóåò ðàñ-
ñìàòðèâàòü ëèøü ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ x.

Íå îáðàùàþò âíèìàíèå íà óñëîâèÿ, ïðè êîòî-
ðûõ âûïîëíÿåòñÿ ïðèìåíÿåìîå äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî. Òàê, íåðàâåíñòâî
Êîøè çàïèñûâàþò â âèäå: a+b

2 ≥ √
ab, íå ó÷è-

òûâàþò, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òåõ a è b, êî-
òîðûå íåîòðèöàòåëüíû.

Ïðèñòóïàÿ ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà,
ñòóäåíòû íå âñåãäà îñìûñëèâàþò âûáîð ïðèìå-
íÿåìîãî èìè ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî âåäåò ê
íåâåðíûì ðàññóæäåíèÿì.

Íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà
|cosα| + |sinα| ≥ 1 (1) ìíîãèå ñòóäåíòû ïðî-
âîäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì: âîçâîäÿò â êâàäðàò
îáå ÷àñòè äàííîãî íåðàâåíñòâà. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àþò íåðàâåíñòâî âèäà:

cos2α+ 2 |sinα| |cosα| + sin2α ≥ 1

2 |sinα| |cosα| ≥ 0 (2)

|sin2α| ≥ 0

Ïðè ýòîì íå àðãóìåíòèðóþò, ïî÷åìó îáå ÷àñòè
íåðàâåíñòâà (1) ìîæíî âîçâåñòè â êâàäðàò è

íà êàêîì îñíîâàíèè ìîæíî ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå,
÷òî èç íåðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî
(1) ÿâëÿåòñÿ âåðíûì äëÿ ëþáûõ α.

Ñòóäåíòû íå âñåãäà ñëåäÿò çà ðàâíîñèëüíî-
ñòüþ âûïîëíÿåìûõ èìè ïðåîáðàçîâàíèé.

Ó íåêîòîðûõ ñòóäåíòîâ âûçûâàåò çàòðóäíå-
íèå ïåðåôîðìóëèðîâêà çàäàíèÿ. Íàïðèìåð, çà-
äà÷ó äîêàçàòü, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíê-
öèè x(1 − x) ðàâíî 1

4 öåëåñîîáðàçíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü òàê: äîêàçàòü, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
ôóíêöèè x(1 − x) ≤ 1

4 .

Èñõîäÿ èç àíàëèçà ïðèâåäåííûõ íàèáîëåå òè-
ïè÷íûõ îøèáîê, äîïóñêàåìûõ ñòóäåíòàìè ïðè
äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâ, äëÿ ïðåäóïðåæäå-
íèÿ è óñòðàíåíèÿ èõ ðåêîìåíäóåì:

1. Âêëþ÷èòü â óñëîâèå âñå äàííûå, âûòåêà-
þùèå èç çàäàíèÿ. Èíîãäà öåëåñîîáðàçíî èç äàí-
íîãî óñëîâèÿ âûâåñòè î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå èëè
óñëîâèå, çàìåíèòü äðóãèì, åìó ðàâíîñèëüíûì,
íî òàê, ÷òîáû èç ýòîãî ïðåîáðàçîâàííîãî óñëî-
âèÿ ìîæíî áûëî ëåã÷å óñìîòðåòü äîêàçàòåëüñòâî
èëè èç íåãî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäîâàëî äîêàçà-
òåëüñòâî íåðàâåíñòâà.

2. Ðàññìàòðèâàÿ çàêëþ÷åíèå â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ ñòàðàòüñÿ çàìåíèòü åãî òàêèì, êîòîðîå
ëåã÷å âûâîäèòñÿ èç óñëîâèÿ äàííîãî íåðàâåíñòâà
èëè èç êîòîðîãî çàêëþ÷åíèå âûòåêàåò êàê ñëåä-
ñòâèå.

3. Ïûòàòüñÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ïåðå-
ôîðìóëèðîâàòü çàäàíèå.

4. Çíàòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà
íåðàâåíñòâ, óìåòü èõ ïðèìåíÿòü.

Â ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàþòñÿ â îñíîâíîì
ñëåäóþùèå ìåòîäû:

- äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ
íåðàâåíñòâ;

- ñèíòåòè÷åñêèé ìåòîä;

- àíàëèòèêî-ñèíòåòè÷åñêèé ìåòîä;

- ìåòîä îò ïðîòèâíîãî;

- ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

[1, ãë.I,�5], [2, ãë.I,�4], [3 ãë.II,�8]

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ öåëåñîîáðàçíî èñïîëü-
çîâàòü ìåòîä çàìåíû äàííûõ âåëè÷èí äðóãèìè.
Íàïðèìåð, â çàäàíèè äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, b1, b2, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ óñëîâèþ

{
a2
1 + a2

2 = 1,
b21 + b22 = 1 (1) ñïðàâåäëè-

âî íåðàâåíñòâî |a1b1 + a2b2| ≤ 1 öåëåñîîáðàç-
íî çàìåíèòü óñëîâèå (1) äðóãèì, åìó ðàâíîñèëü-
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íûì. Ñîãëàñíî óñëîâèÿ (1) ñóùåñòâóþò óãëû α
è β, äëÿ êîòîðûõ cosα = a1, sinα = a2, cosβ =
b1, sinβ = b2. Òîãäà

|a1b1 + a2b2| = |cosαcosβ + sinαsinβ| =

= |cos(α− β)| ≤ 1
÷.ò.ä.

Íå óäåëÿåòñÿ äîëæíîãî âíèìàíèÿ â ëèòå-
ðàòóðå íåñòàíäàðòíîìó ìåòîäó äîêàçàòåëüñòâà
íåðàâåíñòâ, ïðèìåíåíèå êîòîðîãî òðåáóåò îò
ñòóäåíòîâ äëÿ ïîèñêà äîêàçàòåëüñòâà ïðîâåñòè
àíàëîãèþ ñ äîêàçàòåëüñòâàìè ðàíåå èçâåñòíûõ
óòâåðæäåíèé, âûÿâèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ çàêîíî-
ìåðíîñòü, àêòóàëèçèðîâàòü ñâîè çíàíèÿ.

Ðàññìîòðèì äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà

1
12

+
1
22

+ . . .+
1
n2

< 2 − 1
n
, n ≥ 2

íåñòàíäàðòíûì ìåòîäîì, õîòÿ åãî ìîæíî äîêà-
çàòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Òàê êàê 1
k2 <

1
k(k−1) = 1

k−1− 1
k , ãäå k = 2, 3, ...,

òî
1
22 <

1
1 − 1

2
1
32 <

1
2 − 1

3· · · · · · · · ·
1

n2 <
1

n−1 − 1
n

(2)

Ñêëàäûâàÿ íåðàâåíñòâà (2) ñ ðàâåíñòâîì
1
12 = 1, ïîëó÷èì

1
12

+
1
22

+ . . .+
1
n2

< 2 − 1
n

÷.ò.ä.

5. Ïðèñòóïàÿ ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà,
íåîáõîäèìî âûáðàòü ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà èëè
êîìáèíàöèþ íåñêîëüêèõ ìåòîäîâ, ÷òîáû èçáå-
æàòü îøèáî÷íûõ ðàññóæäåíèé.

6. Âûáèðàòü íàèáîëåå ðàöèîíàëüíûé ìåòîä
äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà.

7. Âûïîëíÿòü çàäàíèÿ, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ

à) íàéòè îøèáêó â ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëü-
ñòâå;

á) âûÿñíèòü, âåðíî ëè äîêàçàíî íåðàâåíñòâî;

â) íàéòè íàèáîëåå ðàöèîíàëüíûé ñïîñîá äî-
êàçàòåëüñòâà äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Ïåðå÷èñëåííûå ðåêîìåíäàöèè ñîäåéñòâóþò
âûðàáîòêå ó ñòóäåíòîâ òâîð÷åñêîé àêòèâíîñòè,
ðàçâèòèþ íàâûêîâ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ïîèñêà îò-
âåòà íà âîïðîñ, íà êîòîðûé íåò ïðÿìîãî îòâåòà
â ëåêöèÿõ è ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå.

Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê

1. Ëèòâèíåíêî Â.Í., Ìîðäêîâè÷ À.Ã. Ïðàêòè-
êóì ïî ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêå. Ì.: Ïðî-
ñâåùåíèå. 1991.

2. Âåðåñîâà Å.Å., Äåíèñîâà Í.Ñ., Ïîëÿêîâà

Ò.Í. Ïðàêòèêóì ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ çàäà÷. Ì.: Ïðîñâåùåíèå. 1979.

3. Øóâàëîâà Ý.Ç., Àãàôîíîâ Â.Ã., Áîãàòû-
ðåâ Ã.È. Ïîâòîðèì ìàòåìàòèêó, èçä.2.
Ì.:Âûñøàÿ øêîëà. 1974.
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ÓÄÊ 373.1.013.+378

Ë.Í. Òîêàðåâà

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ Ó×ÅÒÍÎÉ ÏÎËÈÒÈÊÈ
ÁÞÄÆÅÒÍÎÃÎ Ó×ÐÅÆÄÅÍÈß Â ÏÅÐÈÎÄ

ÐÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÁÓÕÃÀËÒÅÐÑÊÎÃÎ Ó×ÅÒÀ

2005 ãîä ñòàë ïåðâîé ñòóïåíüþ â ðåôîðìèðî-
âàíèè áóõãàëòåðñêîãî ó÷åòà â áþäæåòíîé ñôåðå.
Ðåôîðìèðîâàíèå áóõãàëòåðñêîãî ó÷åòà - ýòî íå
îáû÷íûå èçìåíåíèÿ è óòî÷íåíèÿ, à ïåðåõîä íà
íîâóþ ñèñòåìó ó÷åòà. Ïðèíÿòèå ðÿäà íîâûõ ïðà-
âîâûõ äîêóìåíòîâ, ïðåäóñìàòðèâàþùèõ íîâûå
ìåõàíèçìû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ áþäæåòíîé ñè-
ñòåìû è ïîñòðîåíèÿ áþäæåòíîãî ïðîöåññà, îáó-
ñëîâèëè ôóíäàìåíò äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðåâîëþöèè
â ó÷åòå.

Â 2004 ãîäó áûëè âíåñåíû èçìåíåíèÿ â Áþä-
æåòíûé êîäåêñ ÐÔ, çàêðåïëåííûå Ôåäåðàëü-
íûì çàêîíîì îò 20 àâãóñòà 2004 ãîäà � 120-
ÔÇ "Î âíåñåíèè èçìåíåíèé â Áþäæåòíûé êî-
äåêñ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ÷àñòè ðåãóëèðîâà-
íèÿ ìåæáþäæåòíûõ îòíîøåíèé". Óêàçàííûìè
èçìåíåíèÿìè âíåñåíû ñîâåðøåííî íîâûå ïîíÿ-
òèÿ: ðàñõîäíûå îáÿçàòåëüñòâà è áþäæåòíûå îáÿ-
çàòåëüñòâà, óòî÷íåíî ïîíÿòèå "áþäæåò". Áþä-
æåò îïðåäåëÿåòñÿ êàê "ôîðìà îáðàçîâàíèÿ è
ðàñõîäîâàíèÿ äåíåæíûõ ñðåäñòâ, â ðàñ÷åòå íà
ôèíàíñîâûé ãîä, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ èñïîëíå-
íèÿ ðàñõîäíûõ îáÿçàòåëüñòâ" ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ìóíèöèïàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ: ñóáúåêòà Ðîñ-
ñèéñêîé Ôåäåðàöèè, Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè. Èç
ýòèõ îïðåäåëåíèé âèäíî, ÷òî â äàííûõ ïîíÿòèÿõ
àêöåíò íàïðàâëåí íå íà ïîëèòè÷åñêóþ õàðàêòå-
ðèñòèêó, à íà ýêîíîìè÷åñêóþ è ïðàâîâóþ, â îñ-
íîâå êîòîðûõ ëåæèò ïîíÿòèå "îáÿçàòåëüñòâà".

Êîíöåïöèÿ ðåôîðìèðîâàíèÿ áþäæåòíîãî
ïðîöåññà â Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â 2004-2006
ãîäàõ, îäîáðåííàÿ Ïîñòàíîâëåíèåì Ïðàâèòåëü-
ñòâà ÐÔ îò 22 ìàÿ 2004 ãîäà � 249 "Î ìåðàõ
ïîâûøåíèÿ ðåçóëüòàòèâíîñòè áþäæåòíûõ ðàñ-
õîäîâ" îïðåäåëèëà ñóòü ýòîé ðåôîðìû, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäîì îò "óïðàâëåíèÿ áþäæåòíû-
ìè ðåñóðñàìè (çàòðàòàìè)" ê "óïðàâëåíèþ ðå-
çóëüòàòàìè" ïóòåì ïîâûøåíèÿ îòâåòñòâåííîñòè
è ðàñøèðåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíîñòè ó÷àñòíèêîâ
áþäæåòíîãî ïðîöåññà. Ñîçäàåòñÿ ìåõàíèçì ðåà-
ëèçàöèè ïðîâîçãëàøåííîãî â Áþäæåòíîì êîäåê-
ñå ÐÔ ïðèíöèïà ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ
áþäæåòíûõ ñðåäñòâ ÷åðåç ìåõàíèçì áþäæåòíûõ
ïðîãðàìì, êîòîðûå äîëæíû èìåòü êîíêðåòíûå
ðåçóëüòàòû. Áþäæåòíûé ïðîöåññ äîëæåí áûòü
ïîñòðîåí â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé ìåæäóíà-
ðîäíîé ïîëèòèêîé. Áþäæåòíàÿ ðåôîðìà íàïðàâ-
ëåíà íà äîñòèæåíèå ýôôåêòèâíîñòè ïóòåì áþä-

æåòèðîâàíèÿ íà ðåçóëüòàò; ñòàáèëüíîñòè, ïðè
îñóùåñòâëåíèè ñðåäíåñðî÷íîãî ïëàíèðîâàíèÿ;
ïðîçðà÷íîñòè ÷åðåç ðåôîðìó áþäæåòíîãî ó÷åòà;
êà÷åñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ , óïðàâëåíèÿ áþäæå-
òîì.

Îïðåäåëåíû îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ ðåôîð-
ìèðîâàíèÿ áþäæåòíîãî ïðîöåññà:

• Ðåôîðìèðîâàíèå áþäæåòíîé êëàññèôèêà-
öèè ÐÔ è áþäæåòíîãî ó÷åòà;

• Âûäåëåíèå áþäæåòîâ äåéñòâóþùèõ è ïðè-
íèìàåìûõ îáÿçàòåëüñòâ;

• Ñîâåðøåíñòâîâàíèå ñðåäíåñðî÷íîãî ôè-
íàíñîâîãî ïëàíèðîâàíèÿ;

• Ñîâåðøåíñòâîâàíèå è ðàñøèðåíèå ïðèìå-
íåíèÿ ïðîãðàììíî - öåëåâûõ ìåòîäîâ áþä-
æåòíîãî ïëàíèðîâàíèÿ;

• Óïîðÿäî÷åíèå ïðîöåäóð ñîñòàâëåíèÿ è ðàñ-
ñìîòðåíèÿ áþäæåòà.

Íà ðåàëèçàöèþ óêàçàííûõ ïîëîæåíèé áþäæåò-
íîé ðåôîðìû íàïðàâëåíû :

• Èíñòðóêöèÿ ïî áþäæåòíîìó ó÷åòó, óòâåð-
æäåííàÿ ïðèêàçîì Ìèíôèíà Ðîññèè îò 26
àâãóñòà 2004 ãîäà � 70í;

• Èíñòðóêöèÿ î ïîðÿäêå ñîñòàâëåíèÿ è
ïðåäîñòàâëåíèÿ ãîäîâîé, êâàðòàëüíîé è
ìåñÿ÷íîé áþäæåòíîé îò÷åòíîñòè, óòâåð-
æäåííàÿ ïðèêàçîì Ìèíôèíà Ðîññèè îò 21
ÿíâàðÿ 2005 ãîäà � 5í;

• Ïðèêàç Ìèíôèíà îò 10.12.2004ã. � 114í
"Îá óòâåðæäåíèè Óêàçàíèé î ïîðÿäêå ïðè-
ìåíåíèÿ áþäæåòíîé êëàññèôèêàöèè Ðîñ-
ñèéñêîé Ôåäåðàöèè".

Åùå â 2002 ãîäó, â Ïîñëàíèè Ïðåçèäåíòà ÐÔ "Î
áþäæåòíîé ïîëèòèêå â 2003 ãîäó" áûëè îïðå-
äåëåíû îñíîâíûå êðèòåðèè íîâîé ñèñòåìû áþä-
æåòíîãî ó÷åòà:

• Èíòåãðàöèÿ ñ áþäæåòíîé êëàññèôèêàöèåé;

• Îáúåäèíåíèå ó÷åòà èñïîëíåíèÿ áþäæåòà è
ó÷åòà â áþäæåòíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ;

• Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà íà÷èñëåíèé.

24 ìàÿ 2005 ãîäà, â Áþäæåòíîì Ïîñëàíèè Ôå-
äåðàëüíîìó Ñîáðàíèþ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè,
Ïðåçèäåíò îïðåäåëèë îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ è
îðèåíòèðû áþäæåòíîé ïîëèòèêè â 2006 ãîäó.
Ãëàâíàÿ öåëü Áþäæåòíîãî ïîñëàíèÿ Ïðåçèäåíòà
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Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè - ýòî îáåñïå÷åíèå ìàêðî-
ýêîíîìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè Ðîññèè. Ïîñëàíèå
äàåò îöåíêó ïðîâåäåíèÿ áþäæåòíîé ïîëèòèêè â
2004ãîäó è íà÷àëå 2005 ãîäà. Íàçâàí ðÿä ïðî-
áëåì, òðåáóþùèõ ðåøåíèÿ. Ñðåäè íèõ:

• Óëó÷øåíèå íàëîãîâîãî êëèìàòà äëÿ îòå÷å-
ñòâåííîãî áèçíåñà;

• Ðåàëèçàöèÿ äîëãîñðî÷íûõ ïðîåêòîâ;

• Óïðîùåíèå ðàññìîòðåíèÿ ïðîåêòà ôåäå-
ðàëüíîãî áþäæåòà;

• Ñîâåðøåíñòâîâàíèå ìåõàíèçìà ãîñóäàð-
ñòâåííûõ çàêóïîê

è ðÿäà äðóãèõ ïðîáëåì.

Â ïîñëàíèè ñòàâèòñÿ ðÿä çàäà÷ íà 2006-é ãîä
è â ïåðñïåêòèâå íà íåñêîëüêî ëåò. Ïðèîðèòåò-
íîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå ìàêðîýêîíî-
ìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñíè-
æåíèÿ óðîâíÿ èíôëÿöèè. Îñîáîå ìåñòî â ïîñëà-
íèè ïîñâÿùåíî íàëîãîâîé ïîëèòèêå. Ïðèëàãàåò-
ñÿ ðÿä ìåð äëÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ íàëîãîâîé ñè-
ñòåìû. Îïðåäåëåíû îñíîâíûå ïðèîðèòåòû áþä-
æåòíûõ ðàñõîäîâ. Â ÷àñòè ìåæáþäæåòíûõ îòíî-
øåíèé ïðè ïðîâåäåíèè ðåôîðì ïðåäëîæåíî îêà-
çûâàòü ïîìîùü ñóáúåêòàì Ðîññèéñêîé Ôåäåðà-
öèè. Ïðåäëàãàåòñÿ îêàçàòü ïîìîùü ïî îçäîðîâ-
ëåíèþ áþäæåòîâ Ñóáúåêòîâ Ôåäåðàöèè.

Ïðàâèòåëüñòâîì ÐÔ, íà îñíîâàíèè: ïîñòàíîâ-
ëåíèÿ Ïðàâèòåëüñòâà îò 6 ìàðòà 2005 ãîäà � 118
"Ïîëîæåíèå î ðàçðàáîòêå ïåðñïåêòèâíîãî ôè-
íàíñîâîãî ïëàíà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ïðîåê-
òà ôåäåðàëüíîãî çàêîíà íà î÷åðåäíîé ôèíàíñî-
âûé ãîä", ïðîåêòà ôåäåðàëüíîãî çàêîíà î ôåäå-
ðàëüíîì áþäæåòå íà 2006 ãîä è Ñâîäíîãî äî-
êëàäà î ðåçóëüòàòàõ è îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿõ
äåÿòåëüíîñòè Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäå-
ðàöèè, îäîáðåí ãðàôèê ðàçðàáîòêè ïåðñïåêòèâ-
íîãî ôèíàíñîâîãî ïëàíà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
íà 2006-2008 ãîäû.

Â öåëÿõ îáåñïå÷åíèÿ âûïîëíåíèÿ ïîñòàâ-
ëåííûõ çàäà÷ êàæäîå áþäæåòíîå ó÷ðåæäåíèå
äîëæíî íàìåòèòü ïëàí âûïîëíåíèÿ ïîñòàâëåí-
íûõ ïåðåä íèì çàäà÷. Äëÿ ïðèíÿòèÿ ê èñïîëíå-
íèþ: Èíñòðóêöèè ïî áþäæåòíîìó ó÷åòó, óòâåð-
æäåííîé ïðèêàçîì Ìèíôèíà Ðîññèè îò 26 àâãó-
ñòà 2004 ãîäà � 70í; Èíñòðóêöèè î ïîðÿäêå ñî-
ñòàâëåíèÿ è ïðåäîñòàâëåíèÿ ãîäîâîé, êâàðòàëü-
íîé è ìåñÿ÷íîé áþäæåòíîé îò÷åòíîñòè, óòâåð-
æäåííîé ïðèêàçîì Ìèíôèíà Ðîññèè îò 21 ÿí-
âàðÿ 2005 ãîäà � 5í; Ïðèêàçà Ìèíôèíà îò
10.12.2004ã. � 114í "Îá óòâåðæäåíèè Óêàçàíèé
î ïîðÿäêå ïðèìåíåíèÿ áþäæåòíîé êëàññèôèêà-
öèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè", êîòîðûå âñòóïèëè
â äåéñòâèå ñ 1 ÿíâàðÿ 2005 ãîäà, íåîáõîäèìî ïðî-
âåñòè ðÿä îðãàíèçàöèîííûõ ìåðîïðèÿòèé:

• Èçäàòü ïðèêàç î ïåðåõîäå íà áþäæåòíûé
ó÷åò;

• Óòâåðäèòü ðàáî÷èé ïëàí ñ÷åòîâ;

• Ðàçðàáîòàòü òàáëèöó ïåðåíîñà ñàëüäîâûõ
îñòàòêîâ ïî ñîñòîÿíèþ íà 1 ÿíâàðÿ 2005 ãî-
äà;

• Ðàçðàáîòàòü ó÷åòíóþ ïîëèòèêó ïî âíåäðå-
íèþ áþäæåòíîãî ó÷åòà â 2005 ãîäó.

Ïåðåõîä íà íîâóþ Èíñòðóêöèþ ïî áþäæåò-
íîìó ó÷åòó îñóùåñòâëÿëñÿ â òå÷åíèè 9 ìåñÿöåâ
- äî 1 îêòÿáðÿ 2005 ãîäà.

Ðóêîâîäñòâóÿñü Ôåäåðàëüíûì çàêîíîì "Î
áóõãàëòåðñêîì ó÷åòå" îò 21 íîÿáðÿ 1996 ãîäà
� 129-ÔÇ (â ðåäàêöèè îò 23.07.98ã.), â ñâÿçè ñ
èçìåíåíèÿìè çàêîíîäàòåëüíûõ è íîðìàòèâíûõ
àêòàõ, ñ ââîäîì â äåéñòâèå âûøåíàçâàííûõ èí-
ñòðóêöèé è ïîñòàíîâëåíèé, â ñîîòâåòñòâèè ñ òðå-
áîâàíèÿìè íàëîãîâîãî çàêîíîäàòåëüñòâà, â öå-
ëÿõ óñòàíîâëåíèÿ ìåòîäèêè ó÷åòà è ðàñ÷åòà íà-
ëîãîâîé áàçû, îòðàæàþùåé äåÿòåëüíîñòü ó÷ðå-
æäåíèÿ ðóêîâîäèòåëü áþäæåòíîãî ó÷ðåæäåíèÿ
äîëæåí ïîäïèñàòü ïðèêàç îá ó÷åòíîé è íàëîãî-
âîé ïîëèòèêå.

ÏÐÈÊÀÇ

Óñòàíîâèòü ñ 2005 ãîäà ó÷åòíóþ è íàëîãîâóþ ïîëèòèêó "Íàèìåíîâàíèå îðãàíèçàöèè"

1. Áóõãàëòåðñêèé ó÷åò îñóùåñòâëÿòü â ñîîòâåòñòâèè ñ íîðìàòèâíûìè äîêóìåíòàìè:Ôåäåðàëüíûì
çàêîíîì "Î áóõãàëòåðñêîì ó÷åòå";

• Èíñòðóêöèåé ïî áþäæåòíîìó ó÷åòó, óòâåðæäåííîé ïðèêàçîì Ìèíôèíà Ðîññèè îò 26 àâãóñòà
2004 ãîäà � 70í;

• Èíñòðóêöèåé î ïîðÿäêå ñîñòàâëåíèÿ è ïðåäîñòàâëåíèÿ ãîäîâîé, êâàðòàëüíîé è ìåñÿ÷íîé áþä-
æåòíîé îò÷åòíîñòè, óòâåðæäåííîé ïðèêàçîì Ìèíôèíà Ðîññèè îò 21 ÿíâàðÿ 2005 ãîäà � 5í;

• Ïðèêàçîì Ìèíôèíà îò 10.12.2004ã. � 114í "Îá óòâåðæäåíèè Óêàçàíèé î ïîðÿäêå ïðèìåíåíèÿ
áþäæåòíîé êëàññèôèêàöèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè"

1.1 Ïðè âåäåíèè áóõãàëòåðñêîãî ó÷åòà, èñïîëíåíèÿ ñìåòû äîõîäîâ è ðàñõîäîâ ïî áþäæåòíîé,
ïðåäïðèíèìàòåëüñêîé è èíîé ïðèíîñÿùåé äîõîä äåÿòåëüíîñòè ïðèìåíÿòü ðàáî÷èé ïëàí ñ÷åòîâ,
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óòâåðæäåííûé Èíñòðóêöèåé ïî áþäæåòíîìó ó÷åòó, óòâåðæäåííîé ïðèêàçîì Ìèíôèíà Ðîññèè îò
26 àâãóñòà 2004 ãîäà � 70í;

1.2 Ïî ó÷åòó äâèæåíèÿ áþäæåòíûõ ñðåäñòâ, öåëåâûõ è ñðåäñòâ îò ïðåäïðèíèìàòåëüñêîé è èíîé
äåÿòåëüíîñòè ïðèìåíÿòü ìåìîðèàëüíî-îðäåðíóþ ôîðìó ó÷åòà.

1.3 Òîæäåñòâî äàííûõ àíàëèòè÷åñêîãî ó÷åòà îáîðîòàì è îñòàòêàì ïî ñ÷åòàì ñèíòåòè÷åñêîãî
ó÷åòà îñóùåñòâëÿòü íà ïîñëåäíèé êàëåíäàðíûé äåíü êàæäîãî ìåñÿöà.

1.4 Çà ïðàâèëüíîñòü îòðàæåíèÿ õîçÿéñòâåííûõ îïåðàöèé â ðåãèñòðàõ áóõãàëòåðñêîãî ó÷åòà íåñóò
ëèöà, ñîñòàâèâøèå èõ. Ôîðìû ïåðâè÷íîé äîêóìåíòàöèè, èõ ïåðèîäè÷íîñòü è ïîðÿäîê ñîñòàâëåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ â ïðèëàãàåìîì ê ó÷åòíîé ïîëèòèêå ãðàôèêå -äîêóìåíòîîáîðîòà .

1.5 Ïðè îáðàáîòêå ó÷åòíîé èíôîðìàöèè íà âñåõ ó÷àñòêàõ ó÷åòà ïî áþäæåòíûì è âíåáþäæåòíûì
ñðåäñòâàì ïðèìåíÿòü àâòîìàòèçèðîâàííóþ ñèñòåìó ó÷åòà. Ïðè íåîáõîäèìîñòè, äëÿ äåòàëèçàöèè
îòäåëüíûõ îáúåêòîâ ó÷åòà, ïðîâåäåíèå àíàëèçà ôèíàíñîâî - õîçÿéñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè, ââåñòè
äîïîëíèòåëüíûé ó÷åò â ðó÷íóþ.

1.6 Ïðè èñïîëüçîâàíèè êîìïüþòåðíîé òåõíèêè îáåñïå÷èòü õðàíåíèå èíôîðìàöèè, êàê íà ìàã-
íèòíûõ íîñèòåëÿõ, òàê è áóìàæíûìè êîïèÿìè, ñ îáÿçàòåëüíûì èõ àðõèâèðîâàíèåì íà äèñêåòû è
ðàñïå÷àòûâàíèåì íà áóìàæíûå íîñèòåëè íå ðåæå ÷åì 1 ðàç â ìåñÿö.

1.7 Ãëàâíîìó áóõãàëòåðó îáåñïå÷èâàòü ïðèìåíåíèå â áóõãàëòåðñêîì ó÷åòå óíèôèöèðîâàííûõ
ôîðì, óòâåðæäåííûõ Ãîñêîìñòàòîì, à ò.æ. ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçðàáîòàííûõ ïåðâè÷íûõ äîêóìåíòîâ,
ïî êîòîðûì íå ïðåäóñìîòðåíû òèïîâûå ôîðìû, ñ îáÿçàòåëüíûì èõ óòâåðæäåíèåì ïðèêàçîì. Òðå-
áîâàíèÿ ãëàâíîãî áóõãàëòåðà â ÷àñòè ïîðÿäêà îôîðìëåíèÿ è ïðåäîñòàâëåíèÿ â áóõãàëòåðèþ íåîá-
õîäèìûõ äîêóìåíòîâ è ñâåäåíèé ÿâëÿþòñÿ îáÿçàòåëüíûìè äëÿ âñåõ ðàáîòíèêîâ ó÷ðåæäåíèÿ.

1.8 Ñðîêè ïðåäîñòàâëåíèÿ îò÷åòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ Èíñòðóêöèåé î ïîðÿäêå ñîñòàâëåíèÿ è ïðåäî-
ñòàâëåíèÿ ãîäîâîé, êâàðòàëüíîé è ìåñÿ÷íîé áþäæåòíîé îò÷åòíîñòè, óòâåðæäåííîé ïðèêàçîì Ìèí-
ôèíà Ðîññèè îò 21 ÿíâàðÿ 2005 ãîäà � 5í.

Áóõãàëòåðñêèé îò÷åò ñîñòàâëÿòü íà îñíîâàíèè äàííûõ àíàëèòè÷åñêîãî è ñèíòåòè÷åñêîãî ó÷åòà
ïî ôîðìàì è â îáúåìå, óòâåðæäåííûõ Ìèíôèíîì Ðîññèè, è â ñðîêè, óñòàíîâëåííûå Ìèíîáðàçîâà-
íèÿ Ðîññèè è íàëîãîâûì çàêîíîäàòåëüñòâîì.

2. Áóõãàëòåðñêèé ó÷åò â óíèâåðñèòåòå îñóùåñòâëÿòü áóõãàëòåðèåé, ÿâëÿþùåéñÿ ñòðóêòóðíûì
ïîäðàçäåëåíèåì , âîçãëàâëÿåìûì ãëàâíûì áóõãàëòåðîì.

2.1 Ãëàâíûé áóõãàëòåð ïîä÷èíÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ðóêîâîäèòåëþ - ðåêòîðó óíèâåðñèòåòà è
íåñåò îòâåòñòâåííîñòü çà ñîáëþäåíèå ó÷åòíîé ïîëèòèêè è âåäåíèå áóõãàëòåðñêîãî ó÷åòà, ñâîåâðåìåí-
íîå ïðåäîñòàâëåíèå áóõãàëòåðñêîé îò÷åòíîñòè. Ïðàâèëà è îáÿçàííîñòè ãëàâíîãî áóõãàëòåðà îïðåäå-
ëåíû ñòàòüåé 7 Ôåäåðàëüíîãî Çàêîíà "Î áóõãàëòåðñêîì ó÷åòå".

2.2 Îòâåòñòâåííîñòü çà îðãàíèçàöèþ áóõãàëòåðñêîãî ó÷åòà, ñîáëþäåíèå äåéñòâóþùåãî çàêîíîäà-
òåëüñòâà ïðè âûïîëíåíèè ôèíàíñîâî-õîçÿéñòâåííûõ îïåðàöèé è õðàíåíèå áóõãàëòåðñêîé äîêóìåí-
òàöèè íåñåò ðåêòîð è ãëàâíûé áóõãàëòåð óíèâåðñèòåòà.
Îñíîâàíèå: ï.1 ñò.6 "Çàêîíà î áóõãàëòåðñêîì ó÷åòå".

2.3 Ó÷åò èñïîëíåíèÿ ñìåòû ðàñõîäîâ ïî áþäæåòó, ïî ïðåäïðèíèìàòåëüñêîé è èíîé äåÿòåëüíî-
ñòè, ïðèíîñÿùåé äîõîä îñóùåñòâëÿòü ýêîíîìèñòîì ïëàíîâîãî îòäåëà ñ ïîä÷èíåíèåì íà÷àëüíèêó
ïëàíîâîãî îòäåëà. Ó÷åò ðàñõîäîâ öåëåâûõ ñðåäñòâ îñóùåñòâëÿòü áóõãàëòåðîì ïî âíåáþäæåòíîé äå-
ÿòåëüíîñòè, íàëîãîâûé ó÷åò âîçëîæèòü íà áóõãàëòåðà ïî íàëîãîâîìó ó÷åòó, ïîä÷èíÿþùèõñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî ãëàâíîìó áóõãàëòåðó.

Ó÷åò ðàñõîäîâ äîõîäîâ îò âíåáþäæåòíîé äåÿòåëüíîñòè îðãàíèçîâàòü â ðàçðåçå èñòî÷íèêîâ äîõî-
äîâ è öåëåâûõ ñòàòåé ðàñõîäîâ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñìåòàìè.

2.4 Óñòàíîâèòü, ÷òî ñóììà ñðåäñòâ, âûäàííûõ â ïîäîò÷åò íà êîìàíäèðîâî÷íûå öåëè, äîëæíà
ñîîòâåòñòâîâàòü ñòðîãî îáîñíîâàííîìó ðàñ÷åòó, à íà õîçÿéñòâåííûå öåëè îïðåäåëÿþòñÿ ðåêòîðîì,
íî íå áîëåå 60 òûñÿ÷ ðóáëåé.

Óñòàíîâèòü ñðîê îò÷åòíîñòè ïî êîìàíäèðîâî÷íûì ðàñõîäàì íà òåððèòîðèè Ðîññèè è çà ðóáåæîì
3 äíÿ ïîñëå ïðèáûòèÿ èç êîìàíäèðîâêè.

Äåíåæíûå ñðåäñòâà íà õîçÿéñòâåííûå è ó÷åáíûå öåëè âûäàâàòü èç êàññû ìàòåðèàëüíî îòâåò-
ñòâåííûì ëèöàì, îïðåäåëåííûì ïðèêàçîì ðåêòîðà.

Ñðîê îò÷åòíîñòè ïî àâàíñàì, âûäàííûì íà õîçÿéñòâåííûå è ó÷åáíûå öåëè óñòàíàâëèâàþòñÿ
ðåêòîðîì ïðè ïîäïèñàíèè çàÿâêè íà âûäà÷ó íàëè÷íûõ ñðåäñòâ.
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2.5 Ê áëàíêàì ñòðîãîé îò÷åòíîñòè îòíåñòè áëàíêè:

- òðóäîâûå êíèæêè è âêëàäûøè ê íèì;

- äèïëîìû;

- çà÷åòíûå êíèæêè;

- ñòóäåí÷åñêèå áèëåòû;

- äîâåðåííîñòè; êâèòàíöèè, áëàíêè íà ïðèåì íàëè÷íûõ ñðåäñòâ îò íàñåëåíèÿ.

Îòâåòñòâåííûå çà ó÷åò, õðàíåíèå è âûäà÷ó áëàíêîâ ñòðîãîé îò÷åòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ïðèêàçîì
ðåêòîðà.

2.6 Ïðàâî ïîäïèñè äîâåðåííîñòè íà ïîëó÷åíèå òîâàðíî-ìàòåðèàëüíûõ öåííîñòåé ïðåäîñòàâèòü:
ðóêîâîäèòåëþ, â åãî îòñóòñòâèå çàìåñòèòåëÿì, ãëàâíîìó áóõãàëòåðó, çàìåñòèòåëþ ãëàâíîãî áóõãàë-
òåðà, ïîäïèñè êîòîðûõ çàâåðåíû íà áàíêîâñêèõ êàðòî÷êàõ.

Óñòàíîâèòü êîíòðîëü çà ïðàâèëüíîñòüþ âåäåíèÿ êíèãè ðåãèñòðàöèè äîâåðåííîñòåé íà âåäóùåãî
áóõãàëòåðà ìàòåðèàëüíîé ãðóïïû, ðóêîâîäÿùåãî ýòèì îòäåëîì.

Óñòàíîâèòü ïðåäåëüíûå ñðîêè :

- 10 äíåé èñïîëüçîâàíèÿ äîâåðåííîñòåé

- 3 äíÿ îò÷åòíîñòè ïî äîâåðåííîñòè.

2.7 Â öåëÿõ îáåñïå÷åíèÿ äîñòîâåðíîñòè äàííûõ áóõãàëòåðñêîãî ó÷åòà è îò÷åòíîñòè ïðîèçâîäèòü
èíâåíòàðèçàöèþ èìóùåñòâà è ôèíàíñîâûõ îáÿçàòåëüñòâ â ñëåäóþùèå ñðîêè

- Îñíîâíûå ñðåäñòâà, çäàíèÿ, ñîîðóæåíèÿ, ïåðåäàòî÷íûå óñòðîéñòâà, ìíîãîëåòíèå íàñàæäåíèÿ
- 1 ðàç â 3 ãîäà íà 1 îêòÿáðÿ;

- Áèáëèîòå÷íûå ôîíäû - 1 ðàç â 5 ëåò;

- Âñå äðóãèå îñíîâíûå ñðåäñòâà - 1 ðàç â 2 ãîäà íà 1 îêòÿáðÿ;

- Ìàëîöåííûå è áûñòðîèçíàøèâàþùèåñÿ ïðåäìåòû - 1ðàç â ãîä íà 1 îêòÿáðÿ;

- Ìàòåðèàëüíûå çàïàñû - 1 ðàç â ãîä íà 1 îêòÿáðÿ;

- Ïðîäóêòû ïèòàíèÿ, ñïèðò - 1 ðàç â òðè ìåñÿöà;

- Êàññà � åæåìåñÿ÷íî â ðàçíûå äíè;

- Ôèíàíñîâûå âëîæåíèÿ, íåçàâåðøåííîå ñòðîèòåëüñòâî, ðàñ÷åòû - 1ðàç â ãîä íà 1 ÿíâàðÿ.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ èíâåíòàðèçàöèè èìóùåñòâà è ôèíàíñîâûõ îáÿçàòåëüñòâ, à òàêæå âíåçàïíûõ
ïðîâåðîê êàññû ñîçäàòü êîìèññèè, êîòîðûå óòâåðäèòü ðåêòîðîì.

2.8 Áåç ïîäïèñè ãëàâíîãî áóõãàëòåðà äåíåæíûå è ðàñ÷åòíûå äîêóìåíòû, ôèíàíñîâûå è êðåäèò-
íûå îáÿçàòåëüñòâà ñ÷èòàòü íåäåéñòâèòåëüíûìè è íå ïðèíèìàòü ê èñïîëíåíèþ.

2.9 Áóõãàëòåðèè è ïëàíîâîìó îòäåëó îáåñïå÷èòü ó÷åò èñïîëíåíèÿ ñìåò ðàñõîäîâ ïî ôåäåðàëüíîìó
áþäæåòó, ðàñõîäîâ çà ñ÷åò äðóãèõ áþäæåòîâ â ðàçðåçå öåëåâûõ ñòàòåé ôåäåðàëüíîãî áþäæåòà ïî
êîäàì ýêîíîìè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè.

Îáåñïå÷èòü êîíòðîëü çà ïðàâèëüíûì, ýêîíîìíûì è öåëåâûì èñïîëüçîâàíèåì áþäæåòíûõ è âíå-
áþäæåòíûõ ñðåäñòâ.

2.10 Ñïîñîáû âåäåíèÿ áóõãàëòåðñêîãî ó÷åòà, èçáðàííûå îðãàíèçàöèåé ïðè ôîðìèðîâàíèè ó÷åò-
íîé ïîëèòèêè, ïðèìåíÿòü ñ ïåðâîãî ÿíâàðÿ ãîäà, ñëåäóþùåãî çà ãîäîì óòâåðæäåíèÿ ïðèêàçà ïî
ó÷åòíîé ïîëèòèêå.

3.Óòâåðäèòü ñëåäóþùóþ ìåòîäèêó áóõãàëòåðñêîãî ó÷åòà, äàííûå êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé
äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ íàëîãîâîé áàçû.

3.1 Ê îñíîâíûì ñðåäñòâàì îòíîñÿòñÿ ìàòåðèàëüíûå îáúåêòû, èñïîëüçóåìûå â ïðîöåññå äåÿòåëü-
íîñòè óíèâåðñèòåòà íåçàâèñèìî îò ñòîèìîñòè ñî ñðîêîì ïîëåçíîãî èñïîëüçîâàíèÿ áîëåå 12 ìåñÿöåâ.

3.2 Ðàñ÷åò ãîäîâîé ñóììû àìîðòèçàöèè îñíîâíûõ ñðåäñòâ è íåìàòåðèàëüíûõ àêòèâîâ ïðîèç-
âîäèòñÿ ëèíåéíûì ñïîñîáîì èñõîäÿ èç ïåðâîíà÷àëüíîé (âîññòàíîâèòåëüíîé) ñòîèìîñòè îñíîâíûõ
ñðåäñòâ è íåìàòåðèàëüíûõ àêòèâîâ è íîðìû àìîðòèçàöèè, èñ÷èñëåííîé èñõîäÿ èç ñðîêà ïîëåçíîãî
èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî îáúåêòà.

Ïðè íà÷èñëåíèè àìîðòèçàöèè, â ñëó÷àå ïðèîáðåòåíèÿ îñíîâíûõ ñðåäñòâ çà ñ÷åò ÷èñòîé ïðèáûëè,
ïîëó÷åííîé îò ïðåäïðèíèìàòåëüñêîé è èíîé äåÿòåëüíîñòè ïðèíîñÿùåé äîõîä, ñòîèìîñòüþ ñâûøå
10000 ðóáëåé, ïðèìåíÿòü ëèíåéíûé ìåòîä.

Àìîðòèçàöèÿ íà îñíîâíûå ñðåäñòâà ïðèîáðåòåííûå çà ñ÷åò áþäæåòíûõ ñðåäñòâ è ñðåäñòâ íîñÿ-
ùèõ öåëåâîé õàðàêòåð, à òàêæå ïðèîáðåòåííûõ äî 1 ÿíâàðÿ 2002 ãîäà, íåçàâèñèìî îò èñòî÷íèêîâ
èõ ïðèîáðåòåíèÿ, áþäæåòíûìè íå íà÷èñëÿåòñÿ.
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3.4 Ïåðåîöåíêó îñíîâíûõ ñðåäñòâ ïðîèçâîäèòü òîëüêî íà îñíîâàíèè Ïîñòàíîâëåíèé Ïðàâèòåëü-
ñòâà Ðîññèè.

3.5 Ôàêòè÷åñêóþ ñòîèìîñòü èçðàñõîäîâàííûõ ìàòåðèàëîâ ïðîèçâîäèòü ïî öåíàì èõ ïðèîáðåòå-
íèÿ èëè ñðåäíèì öåíàì, à ôàêòè÷åñêóþ ñòîèìîñòü èçðàñõîäîâàííûõ ìàòåðèàëîâ íà âûïîëíåíèå
äîãîâîðíûõ ðàáîò - ïî ôàêòè÷åñêèì çàòðàòàì.

3.6 Ê ìàòåðèàëüíûì çàïàñàì îòíîñÿòñÿ:

• ïðåäìåòû , èñïîëüçóåìûå â äåÿòåëüíîñòè ó÷ðåæäåíèÿ â òå÷åíèè îò÷åòíîãî ïåðèîäà, ïðåâûøà-
þùåãî 12 ìåñÿöåâ, íî íå îòíîñÿùèåñÿ ê îñíîâíûì ñðåäñòâàì â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññèôèêàöèåé
ÎÊÎÔ;

• ïðåäìåòû , èñïîëüçóåìûå â äåÿòåëüíîñòè ó÷ðåæäåíèÿ â òå÷åíèè îò÷åòíîãî ïåðèîäà, íå ïðåâû-
øàþùåãî 12 ìåñÿöåâ, íå çàâèñèìî îò èõ ñòîèìîñòè.

3.7 Äëÿ èñ÷èñëåíèÿ íàëîãà íà ïðèáûëü âûðó÷êó îò îêàçàíèÿ óñëóã îïðåäåëÿòü ïî ìåòîäó íà-
÷èñëåíèÿ. Äàòîé îêàçàíèÿ óñëóã ñ÷èòàòü äàòó ïåðåäà÷è ïðàâà ñîáñòâåííîñòè è äàòó îêîí÷àíèÿ
ïðåäîñòàâëåíèÿ óñëóã.

3.8 Ê ïðåäïðèíèìàòåëüñêîé è èíîé äåÿòåëüíîñòè ïðèíîñÿùåé äîõîä îòíåñòè:

- äîõîäû îò êîììåð÷åñêèõ óñëóã áèáëèîòåêè;

- äîõîäû îò îêàçàíèÿ õîçÿéñòâåííûõ, ðåìîíòíî-ñòðîèòåëüíûõ óñëóã;

- äîõîäû îò îêàçàíèÿ ïîñðåäíè÷åñêèõ óñëóã;

- òîðãîâëÿ ïîêóïíûìè òîâàðàìè;

- íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ ðàáîòà ôèíàíñèðóåìàÿ íå èç ñðåäñòâ áþäæåòîâ;

- âåäåíèå âíåðåàëèçàöèîííûõ îïåðàöèé ïðèíîñÿùèõ äîõîä;

- ïðèîáðåòåíèå àêöèé, îáëèãàöèé è äðóãèõ öåííûõ áóìàã çà ñ÷åò ñîáñòâåííûõ ñðåäñòâ.

3.9 Íå âêëþ÷àþòñÿ â íàëîãîâóþ áàçó äîõîäû è ðàñõîäû îò ñäà÷è èìóùåñòâà â àðåíäó, íàõîäÿùå-
ãîñÿ â ôåäåðàëüíîé ñîáñòâåííîñòè, òàê êàê Çàêîí î áþäæåòå ïðåäóñìàòðèâàåò íàïðàâëåíèå äîõîäà
îò àðåíäû òàêîãî èìóùåñòâà íà ïîïîëíåíèå áþäæåòíîãî ôèíàíñèðîâàíèÿ.

3.10 Íå âêëþ÷àþòñÿ â íàëîãîâóþ áàçó öåëåâûå ïîñòóïëåíèÿ íà îñóùåñòâëåíèå óñòàâíîé äåÿòåëü-
íîñòè óíèâåðñèòåòà â âèäå ñïîíñîðñêîé èëè áëàãîòâîðèòåëüíîé ïîìîùè, à ò.æ. ïîæåðòâîâàíèé.

4. Îñîáåííîñòè îïðåäåëåíèÿ íàëîãîâîé áàçû ïðè èñ÷èñëåíèè íàëîãà íà ïðèáûëü.

4.1 Íàëîãîâûé ïåðèîä ïî íàëîãó íà ïðèáûëü - ãîð, îò÷åòíûå ïåðèîäû -ïåðâûé êâàðòàë, ïîëóãîäèå
è äåâÿòü ìåñÿöåâ êàëåíäàðíîãî ãîäà (ñò. 285 ÍÊ ÐÔ).

4.2 Ìåòîäîì ïðèçíàíèÿ äîõîäîâ è ðàñõîäîâ äëÿ öåëåé íàëîãîîáëîæåíèÿ ñ÷èòàòü ìåòîä íà÷èñëå-
íèÿ.

Ïîðÿäîê ïðèçíàíèÿ äîõîäîâ ïðè ìåòîäå íà÷èñëåíèÿ îñóùåñòâëÿòü â ñîîòâåòñòâèè ñî ñò. 271 ÍÊ
ÐÔ .Äîõîäû ïðèçíàþòñÿ â òîì îò÷åòíîì ïåðèîäå, â êîòîðîì îíè èìåëè ìåñòî, íåçàâèñèìî îò ôàê-
òè÷åñêîãî ïîñòóïëåíèÿ äåíåæíûõ ñðåäñòâ, èíîãî èìóùåñòâà (ðàáîò, óñëóã) è (èëè) èìóùåñòâåííûõ
ïðàâ.

4.3 Ñóììà âûðó÷êè îò ðåàëèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàòüåé 248 ÍÊ ÐÔ ñ ó÷åòîì
ïîëîæåíèé ñòàòüè 271 ÍÊ ÐÔ íà äàòó ïðèçíàíèÿ äîõîäîâ è ðàñõîäîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì
íà÷èñëåíèÿ.

4.4 Ìîìåíòîì ïåðåõîäà ïðàâà ñîáñòâåííîñòè ÿâëÿåòñÿ äàòà îáãîâîðåííàÿ óñëîâèÿìè äîãîâîðà.

4.5 Äîõîäû îò ðåàëèçàöèè ïðîäóêöèè (ðàáîò, óñëóã) âêëþ÷àþòñÿ â îáúåêò íàëîãîîáëîæåíèÿ ïî
íàëîãó íà ïðèáûëü ïî äíþ èõ ïåðåäà÷è, â êà÷åñòâå êîòîðîãî ñîãëàñíî ïóíêòó 1 ñòàòüè 39 ÍÊ ÐÔ
ïðèìåíÿåòñÿ äåíü ïåðåõîäà ïðàâà ñîáñòâåííîñòè îò ïðîäàâöà ê ïîêóïàòåëþ.

Íà÷èñëåíèå ïëàòû çà îáó÷åíèå ïðîèçâîäèòü ðàâíîìåðíî: îäèí ðàç â ãîä , ïî îêîí÷àíèþ ó÷åáíîãî
êóðñà.

4.6 Âíåðåàëèçàöèîííûå äîõîäû âêëþ÷àòü â îáúåêò íàëîãîîáëîæåíèÿ ïî íàëîãó íà ïðèáûëü â
ïîðÿäêå îïðåäåëåííîì ïóíêòîì 4 ñòàòüè 271 ÍÊ ÐÔ

4.7 Ñóììîâûå ðàçíèöû âêëþ÷àòü â îáúåêò íàëîãîîáëîæåíèÿ ïî íàëîãó íà ïðèáûëü â ïîðÿäêå ,
îïðåäåëåííîì ïóíêòîì 7 ñòàòüè 271 ÍÊ ÐÔ.

4.8 Íå âêëþ÷àþòñÿ â îáúåêò íàëîãîîáëîæåíèÿ ïî íàëîãó íà ïðèáûëü äîõîäû, ïåðå÷èñëåííûå â
ñòàòüå 251 ÍÊ ÐÔ.
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5. ïîðÿäîê ôîðìèðîâàíèÿ ñóììû äîõîäîâ, âêëþ÷àåìûõ â íàëîãîîáëàãàåìóþ áàçó ïî íàëîãó íà
ïðèáûëü.

5.1 Äîõîäû, âêëþ÷àåìûå â îáúåêò íàëîãîîáëîæåíèÿ ïî íàëîãó íà ïðèáûëü, îïðåäåëÿòü â ïîðÿäêå,
óñòàíîâëåííîì ñòàòüÿìè 248-250 ÍÊ ÐÔ, è âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåïîñðåäñòâåííî äîõîäû îò ðåàëèçàöèè
òîâàðîâ (ðàáîò, óñëóã) è èìóùåñòâåííûõ ïðàâ, à òàêæå âíåðåàëèçàöèîííûå äîõîäû.

5.2 Ïåðå÷åíü âíåðåàëèçàöèîííûõ äîõîäîâ îïðåäåëåí ñòàòüåé 250 ÍÊ ÐÔ.

5.3 Óòâåðäèòü ôîðìû íàëîãîâûõ ðåãèñòðîâ ïî äîõîäàì (ïðèëîæåíèå �1,2):

• Ôîðìà �1 - ïî äîõîäàì îò ðåàëèçàöèè òîâàðîâ, ðàáîò, óñëóã;

• Ôîðìà � 2 - ïî äîõîäàì îò âíåðåàëèçàöèîííûõ îïåðàöèé.

6. Ïîðÿäîê ôîðìèðîâàíèÿ ñóììû ðàñõîäîâ, óìåíüøàþùèõ íàëîãîâóþ áàçó ïî íàëîãó íà ïðè-
áûëü.

6.1 Ïîðÿäîê ïðèçíàíèÿ ðàñõîäîâ ïðè ìåòîäå íà÷èñëåíèÿ îñóùåñòâëÿòü â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàòüåé
272 ÍÊ ÐÔ, ðàñõîäû ïðèçíàþòñÿ òàêîâûìè â òîì îò÷åòíîì (íàëîãîâîì) ïåðèîäå, ê êîòîðîìó îíè
îòíîñÿòñÿ, íåçàâèñèìî îò âðåìåíè ôàêòè÷åñêîé âûïëàòû äåíåæíûõ ñðåäñòâ è (èëè) èíîé ôîðìû
èõ îïëàòû.

6.2 Ïåðå÷åíü ðàñõîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðîèçâîäñòâîì è ðåàëèçàöèè ïðîäóêöèè (ðàáîò, óñëóã), îïðå-
äåëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì ïîëîæåíèé ñòàòüåé 253-264 ÍÊ ÐÔ , âíåðåàëèçàöèííûå ðàñõîäû ñîãëàñíî ñòàòüè
265 ÍÊ ÐÔ.

6.3 Ðàñõîäû íà ïðîèçâîäñòâî è ðåàëèçàöèþ îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàòüåé 253 ÍÊ ÐÔ
ñ ó÷åòîì ïîëîæåíèé ñòàòüè 318 ÍÊ ÐÔ.

6.4 Âíåðåàëèçàöèîííûå ðàñõîäû îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàòüåé 265 ÍÊ ÐÔ . Âíåðå-
àëèçàöèîííûå ðàñõîäû ïðèíèìàþòñÿ â óìåíüøåíèå íàëîãîîáëàãàåìîé áàçû ïî íàëîãó íà ïðèáûëü
ñîãëàñíî ñðîêàì, îïðåäåëåííûì ïóíêòîì 7 ñòàòüè 272 ÍÊ ÐÔ.

6.5 Ïðåäóñìàòðèâàþòñÿ ïðàâèëà ïðèçíàíèÿ òàêèõ ðàñõîäîâ, êàê:

- ìàòåðèàëüíûõ çàòðàò - â ÷àñòè îöåíêè ìàòåðèàëüíî ïðîèçâåäåííûõ çàïàñîâ ïðè èõ îïðèõîäî-
âàíèè ( ïóíêòû 2-4 ñòàòüè 254 ÍÊ ÐÔ ) è ñïèñàíèè ( ïóíêò 6 ñòàòüè 254 ÍÊ ÐÔ).

- Àìîðòèçàöèÿ îáúåêòîâ îñíîâíûõ ñðåäñòâ è íåìàòåðèàëüíûõ àêòèâîâ - â ÷àñòè èõ îöåíêè ïðè
ïðèîáðåòåíèè èëè ïîëó÷åíèè (ñò.257 ÍÊ ÐÔ) è ñïèñàíèè (ï.6 ñò.254 ÍÊ ÐÔ).

- Íà ðåìîíò îñíîâíûõ ñðåäñòâ (ñò.260 ÍÊ ÐÔ)

- Ðàñõîäîâ íà íàó÷íîûå èññëåäîâàíèÿ (ñò.262 ÍÊ ÐÔ)

6.6 Ðàñõîäû ïðèçíàþòñÿ â òàêîì æå ïîðÿäêå, êàê è äîõîäû â öåëÿõ íàëîãîîáëîæåíèÿ ïî ìåòîäó
íà÷èñëåíèÿ, íåçàâèñèìî îò âðåìåíè ôàêòè÷åñêîé âûïëàòû äåíåæíûõ ñðåäñòâ è èíîé ôîðìû îïëàòû.

6.7 Îïðåäåëèòü ñîñòàâ ðàñõîäîâ ïî âèäàì äåÿòåëüíîñòè:

- ðàñõîäû íà îïëàòó òðóäà â ñîîòâåòñòâèè ñî ñò. 255 ÍÊ ÐÔ.(Îñíîâàíèåì äëÿ îïëàòû òðóäà
ñëóæàò êîëëåêòèâíûé äîãîâîð è ïîëîæåíèå îá îïëàòå òðóäà);

- ìàòåðèàëüíûå ðàñõîäû, ñâÿçàííûå ñ èçãîòîâëåíèåì ïðîäóêöèè, âûïîëíåíèåì ðàáîòû èëè îêà-
çàíèÿ óñëóãè (îñíîâàíèåì ñëóæàò àêòû íà ñïèñàíèå ìàòåðèàëîâ, èçðàñõîäîâàííûõ íà èçãîòîâëåíèå
ïðîäóêöèè, ðàáîò èëè óñëóã â ñîîòâåòñòâèè ñî ñò. 254 ÍÊ ÐÔ);

- ñóììû íà÷èñëåííîé àìîðòèçàöèè.

6.8 Âåäåíèå ó÷åòà äîõîäîâ è ðàñõîäîâ öåëåâûõ ïîñòóïëåíèé, à òàêæå ñóìì äîõîäîâ è ðàñõîäîâ
îò èíîé äåÿòåëüíîñòè ïðîèçâîäèòü ðàçäåëüíî.

7. Ïðàâèëà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðÿìûõ ðàñõîäîâ â óìåíüøåíèå íàëîãîîáëàãàåìîé áàçû ïî íàëîãó íà
ïðèáûëü â ÷àñòè îòíîñèìûõ ê íåçàâåðøåííîìó ïðîèçâîäñòâó, íåðåàëèçîâàííîé ãîòîâîé ïðîäóêöèè
è îòãðóæåííûõ òîâàðîâ.

7.1 Ïðè ïðèçíàíèè äîõîäîâ ïî ìåòîäó íà÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûå ðàñõîäû ïðèíèìàþòñÿ â
óìåíüøåíèå íàëîãîîáëàãàåìîé áàçû â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

- ïî íåìàòåðèàëüíûì ðàñõîäàì- äàòà ïåðåäà÷è â ïðîèçâîäñòâî ìàòåðèàëîâ è ñûðüÿ (â ÷àñòè ïðè-
õîäÿùèõñÿ íà âûïîëíåíèå îñíîâíîãî âèäà äåÿòåëüíîñòè), à òàêæå äàòà ïîäïèñàíèÿ àêòà ïðèåìêè-
ïåðåäà÷è óñëóã (ðàáîò);

- ïî àìîðòèçàöèè - åæåìåñÿ÷íî èñõîäÿ èç íà÷èñëåííîé ñóììû;
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- ïî ðàñõîäàì íà îïëàòó òðóäà - åæåìåñÿ÷íî èñõîäÿ èç ñóììû íà÷èñëåííûõ âûïëàò è èíûõ
ðàñõîäîâ;

- ïî ðàñõîäàì íà ðåìîíò îñíîâíûõ ñðåäñòâ - ñîãëàñíî îò÷åòíûì ïåðèîäàì, â êîòîðûõ îíè áûëè
ïðîèçâåäåíû, ñ ó÷åòîì ïîëîæåíèé ñò.260 ÍÊ ÐÔ;

- ïî ðàñõîäàì íà äîáðîâîëüíîå è îáÿçàòåëüíîå ñòðàõîâàíèå ( íåãîñóäàðñòâåííîå ïåíñèîííîå îáåñ-
ïå÷åíèå) - ñîãëàñíî îò÷åòíûì (íàëîãîâûì) ïåðèîäàì, â êîòîðûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè äîãî-
âîðà îðãàíèçàöèåé áûëè ïåðåâåäåíû (âûäàíû èç êàññû) äåíåæíûå ñðåäñòâà íà îïëàòó ñòðàõîâûõ
(ïåíñèîííûõ) âçíîñîâ.(Ïðè ýòîì ðàçîâûå ïëàòåæè ïî äîãîâîðàì, çàêëþ÷åííûì íà ñðîê áîëåå îäíî-
ãî íàëîãîâîãî ïåðèîäà, ïðèíèìàþòñÿ â óìåíüøåíèå íàëîãîîáëàãàåìîé áàçû ðàâíîìåðíî â òå÷åíèå
ñðîêà äåéñòâèÿ äîãîâîðà).

8. Ïðàâèëà îïðåäåëåíèÿ ñóììû çàäîëæåííîñòè ïî ðàñ÷åòàì ñ áþäæåòîì ïî íàëîãó íà ïðèáûëü.

8.1 Íàëîãîâàÿ áàçà îïðåäåëÿåòñÿ â ïîðÿäêå, óñòàíîâëåííîì ñò.274 ÍÊ ÐÔ.

8.2 Íàëîãîâûå ñòàâêè óñòàíîâëåíû ñòàòüåé 284 ÍÊ ÐÔ.

8.3 Ñîãëàñíî ñò.286 ÍÊ ÐÔ êâàðòàëüíûå àâàíñîâûå ïëàòåæè ïî íàëîãó íà ïðèáûëü óïëà÷èâàòü
èñõîäÿ èç ñòàâîê íàëîãà è ôàêòè÷åñêè ïîëó÷åííîé íàëîãîâîé áàçû, ðàññ÷èòàííîé íàðàñòàþùèì
èòîãîì ñ íà÷àëà íàëîãîâîãî ïåðèîäà äî îêîí÷àíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî êâàðòàëà, ïîëóãîäèÿ,
äåâÿòè ìåñÿöåâ è ãîäà.

8.4 Óïëàòó ñóìì åæåêâàðòàëüíûõ ïëàòåæåé ïðîèçâîäèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ï.1 ñò 287 ÍÊ ÐÔ â
ñëåäóþùèå ñðîêè:

- ïî èòîãàì íàëîãîâîãî ïåðèîäà, òî åñòü êàëåíäàðíîãî ãîäà - íå ïîçäíåå 28 ìàðòà ñëåäóþùåãî
ãîäà;

- êâàðòàëüíûå àâàíñîâûå ïëàòåæè - íå ïîçäíåå ñðîêà, óñòàíîâëåííîãî äëÿ ïîäà÷è íàëîãîâûõ
äåêëàðàöèé çà ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðèîä, òî åñòü íå ïîçäíåå 28 äíåé ñî äíÿ îêîí÷àíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùåãî îò÷åòíîãî êâàðòàëà.

9. Î íàçíà÷åíèè äîëæíîñòíûõ ëèö, îòâåòñòâåííûõ çà îðãàíèçàöèþ è âåäåíèå íàëîãîâîãî ó÷åòà.

Íàçíà÷èòü îòâåòñòâåííûì ëèöîì çà âåäåíèå íàëîãîâîãî ó÷åòà ïðè èñ÷èñëåíèè è óïëàòû íàëîãà
íà ïðèáûëü âåäóùåãî áóõãàëòåðà ìàòåðèàëüíîé ãðóïïû.

10. Óòâåðäèòü ôîðìû èñïîëüçóåìûõ ïåðâè÷íûõ ó÷åòíûõ äîêóìåíòîâ, àíàëèòè÷åñêèõ ðåãèñòðîâ
íàëîãîâîãî ó÷åòà, à òàêæå ðàñ÷åòîâ íàëîãîâîé áàçû (ïðèëîæåíèÿ 1-7).

11. Íàëîã íà äîáàâëåííóþ ñòîèìîñòü.

11.1 Â ðàìêàõ ó÷åòíîé ïîëèòèêè, ðåãóëèðóþùåé âîïðîñû íàëîãîîáëîæåíèå ïî íàëîãó íà äî-
áàâëåííóþ ñòîèìîñòü, ñîãëàñíî ïîëîæåíèÿì ãëàâû 21 Íàëîãîâîãî êîäåêñà ÐÔ, ïðèçíàòü ìîìåíò
îïðåäåëåíèÿ íàëîãîâîé áàçû â öåëÿõ èñ÷èñëåíèÿ íàëîãà íà äîáàâëåííóþ ñòîèìîñòü ïî ìåðå îòãðóç-
êè è ïðåäúÿâëåíèè ïîêóïàòåëþ ðàñ÷åòíûõ äîêóìåíòîâ - äåíü îòãðóçêè (ïåðåäà÷è) òîâàðîâ, ðàáîò,
óñëóã.

11.2 Îò íà÷èñëåíèÿ ÍÄÑ îñâîáîæäàþòñÿ âèäû óñëóã ïðåäóñìîòðåííûå ñò. 149 ÍÊ ÐÔ.

11.3 Ïðèìåíÿòü ñòàâêè ÍÄÑ ïî âèäàì äîõîäîâ:

- óñëóãè áèáëèîòåêè - 10 % îò ñóììû ðàçíèöû ìåæäó öåíîé ïðîäàæè è ïðèîáðåòåíèÿ;

- âíåëèöåíçèîííàÿ äåÿòåëüíîñòü, ïðèíîñÿùàÿ äîõîä - 18%.

11.4 Îòâåòñòâåííûìè çà ïîäïèñàíèå ñ÷åòîâ-ôàêòóð íàçíà÷èòü: Ô.È.Î., äîëæíîñòü

11.5 Ðàñïðåäåëåíèå ÍÄÑ .

Åñëè îäíè è òå æå òîâàðû (ðàáîòû, óñëóãè), îñíîâíûå ñðåäñòâà è íåìàòåðèàëüíûå àêòèâû èñ-
ïîëüçóþòñÿ â ïðîèçâîäñòâå êàê îáëàãàåìîé, òàê è íåîáëàãàåìîé ÍÄÑ ïðîäóêöèè (ðàáîò, óñëóã), òî
âõîäíîé ÍÄÑ âûäåëÿåòñÿ íà îòäåëüíûé ñóáñ÷åò ñ÷åòà 30304, à çàòåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ï.4 ñò.170 ÍÊ
ÐÔ ïðèìåíÿåòñÿ ê âû÷åòó ïî ïðîïîðöèè.

11.6 Äëÿ îáëàãàåìûõ ÍÄÑ îïåðàöèé ïðèìåíÿþòñÿ ê âû÷åòó ñóììû ÍÄÑ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñò.172
ÍÊ ÐÔ.
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12. Òðàíñïîðòíûé íàëîã.

12.1 Ïîðÿäîê èñ÷èñëåíèÿ è óïëàòû òðàíñïîðòíîãî íàëîãà óñòàíàâëèâàåòñÿ ãëàâîé 28 ÍÊ ÐÔ.

13. Íàëîã íà èìóùåñòâî.

13.1 Ïîðÿäîê èñ÷èñëåíèÿ íàëîãà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîãëàñíî ãëàâû 30 ÍÊ ÐÔ.

Ðóêîâîäèòåëü / Ô.È.Î./
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ÐÅÔÅÐÀÒÛ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

À.À. Äóäêèí

Îðòîöåíòðè÷åñêèé ñèìïëåêñ è âûõîä â îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå íåêîòîðûõ ñâîéñòâ òðåóãîëüíèêà è òåòðàýäðà íà
ñëó÷àé ñèìïëåêñà ìíîãîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ë.À. Çàâüÿëîâà

Ïðåîáðàçîâàíèå Oδ - ìíîæåñòâ ïðè èíâåðñèè

Îïðåäåëåíèå Oδ �ìíîæåñòâà áûëî ââåäåíî Þ.Ã. Ðåøåòíÿêîì â ñòàòüå ¾Îá îäíîì îáîáùåíèè
âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé¿ . Èçó÷àåìûå ìíîæåñòâà õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî êàæäîé
ãðàíè÷íîé òî÷êè ìíîæåñòâà ìîæíî êîñíóòüñÿ øàðîì äàííîãî ðàäèóñà δ > 0, ïðè÷åì âíóòðè
ýòîãî øàðà òî÷åê ìíîæåñòâà íåò. Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû Oδ �ìíîæåñòâà â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

À.C Êóçüìèíà

Îá àðìåíäåðèçîâñêèõ è êîñûõ àðìåíäåðèçîâñêèõ êîëüöàõ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ àðìåíäåðèçîâñêèå è êîñûå àðìåíäåðèçîâñêèå ãðóïïîâûå êîëü-
öà. Ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ ãðóïïîâûõ êîëåö íàä ïîëåì è ãðóïïîâûõ êîëåö àáåëå-
âûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ. Òàêæå èññëåäîâàíû êîñûå àðìåíäåðèçîâñêèå êîëüöà ñ ïðèñîåäèíåííîé
åäèíèöåé. Êðîìå òîãî, óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ðåäóöèðîâàííîå è α-êîñîå àðìåíäåðèçîâñêîå êîëü-
öî R (α � ìîíîìîðôèçì êîëüöà R) ÿâëÿåòñÿ α-æåñòêèì.

Â.À Êûðîâ

Ôîðìóëû Ãåðîíà íåêîòîðûõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ãåîìåòðèé

Ïîä ôîðìóëîé Ãåðîíà â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ïîíèìàåòñÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, âûðàæåí-
íàÿ ÷åðåç äëèíû åãî ñòîðîí. Â äàííîé ðàáîòå ðåøåíèåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàõîäÿòñÿ
ôîðìóëû Ãåðîíà ïëîñêîñòè Åâêëèäà è Ìèíêîâñêîãî, à òàêæå ñîáñòâåííî ãåëüìãîëüöåâîé, ïñåâ-
äîãåëüìãîëüöåâîé è äóàëüíîãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêîñòåé.

Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî

Ãðóïïîâîé àíàëîã êëàññèôèêàöèîííûõ çàäà÷ â òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

Ã.Ãåëüìãîëüö â åãî çíàìåíèòîé ðàáîòå "Î ôàêòàõ, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè ãåîìåòðèè"âûñêàçàë
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ìåòðèêà n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé, åñëè â íåì
òâåðäîå òåëî èìååò n(n + 1)/2 ñòåïåíåé ñâîáîäû. Íî â òàêîì ñëó÷àå ìåæäó âñåìè âçàèìíûìè
ðàññòîÿíèÿìè äëÿ n+ 2 òî÷åê òâåðäîãî òåëà äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü, òàê
êàê ïðè åå îòñóòñòâèè ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû (n+ 2)-òî÷å÷íîé æåñòêîé ôèãóðû ñ îáùèì ðàñ-
ïîëîæåíèåì òî÷åê, äâèæåíèå êîòîðîé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò äâèæåíèå âñåãî òâåðäîãî òåëà,
óìåíüøèòñÿ ðîâíî íà åäèíèöó. Òàêèì îáðàçîì, â n-ìåðíîé ãåîìåòðèè îáíàðóæèâàåò ñåáÿ íå
òîëüêî ãðóïïîâàÿ ñèììåòðèÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå "Ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììû" Ô.Êëåéíà, íî è
ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ, íà êîòîðóþ âïåðâûå îñîáîå âíèìàíèå îáðàòèë Þ.È.Êóëàêîâ,
ñäåëàâ åå îñíîâíûì ïðèíöèïîì ñâîåé òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà
ãðóïïîâîìó àíàëîãó íåêîòîðûõ êëàññèôèêàöèîííûõ çàäà÷ â òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
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Ðåôåðàòû

È.Â. Ïîëèêàíîâà

Âåðõíèå è íèæíèå ïðåäåëû ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ ñ
àêñèîìàìè ñ÷åòíîñòè

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ íîâûå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ, îáóñëîâëåííûå ââåäåíèåì àêñèîì
ñ÷åòíîñòè â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

À.Å. Ðàêîâ.

Ïåðå÷èñëåíèå ìíîãîãðàííèêîâ

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå ïåðå÷èñëåíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ, â íåé ðàññìîòðåíû îñíîâ-
íûå ôàêòû ïî ýòîé ïðîáëåìå, ïðèâåäåíû ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ýòîé òåìû, ïðåä-
ëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà ìíîãîãðàííèêîâ, âûñêàçàíà ãèïîòåçà î êðèòåðèè èçîìîðôíîñòè äâóõ
ãðàôîâ.

Å.Ä. Ðîäèîíîâ, Â.Â. Ñëàâñêèé

Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ãðàäèåíòà è Ëàïëàñà íà ãðóïïå
Ãåéçåíáåðãà ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé.

À.Ñ. Ñèäîðîâ

Èíâàðèàíòíûå ðèìàíîâû ìåòðèêè Ýéíøòåéíà íà îáîáùåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ
Óîëëà÷à

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ èíâàðèàíòíûå ðèìàíîâû ìåòðèêè Ýéíøòåéíà íà îáîáùåííûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ Óîëëà÷à.

Ñ.Â. ×åáîòàðåâ, Ã.À. ×åáîòàðåâà

Î ýêâèâàëåíòíîñòè êîíå÷íûõ ñóìì îò ôóíêöèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ìàòåðèàë ýòîé ñòàòüè ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ, íà÷àòûå ðàíåå, ïðèìåíèòåëüíî ê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿì ôóíêöèé îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ñ.Â. ×åáîòàðåâ

Î ñóùåñòâîâàíèè ñòàöèîíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ýêâèâàëåíòíîé ñóììîé
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è èõ ñâîéñòâà

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ, â óçêîì ñìûñëå, ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ñ ñóììîé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ýêâèâàëåíòíîé ñóììå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èñõîäíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, è èõ ñâîéñòâà.

Ì.À. ×åøêîâà

Ê ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòåé, èìåþùèõ ïëîñêèå ëèíèè êðèâèçíû

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E3 èçó÷àþòñÿ ïîâåðõíîñòè M , ó êîòîðûõ ëèíèè êðèâèçíû ïëîñ-
êèå. ×àñòíûì ñëó÷àåì òàêèõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿþòñÿ öèêëèäû Äþïåíà �ïîâåðõíîñòè, ëèíèè
êðèâèçíû êîòîðûõ åñòü îêðóæíîñòè .
Èññëåäóþòñÿ ëèíèè F j

i , îïèñûâàåìûå ôîêàëüíûìè òî÷êàìè Fi ïîâåðõíîñòè âäîëü j− òûõ ëèíèé
êðèâèçíû. Â ÷àñòíîñòè äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà. Åñëè ïîâåðõíîñòü M åñòü öèêëèäà Äþïåíà, òî êðèâàÿ F j

i åñòü êîíè÷åñêîå ñå÷åíèå

Îïðåäåëåíû äèðåêòðèñû êðèâûõ F j
i ÷åðåç ìåòðè÷åñêèå è àñèìïòîòè÷åñêèå òåíçîðû ïîâåðõíîñòè.
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Â.Â. Øåâåëåâ

Òîïîëîãèÿ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ñåòåé íàòÿíóòûõ
íà âûïóêëóþ ïÿòèóãîëüíóþ ãðàíèöó

Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîå òîïîëîãè÷åñêîå óñòðîéñòâî ñåòåé, íàòÿíóòûõ íà âûïóêëóþ
ãðàíèöó, ñîñòîÿùóþ èç ïÿòè òî÷åê.

ÔÈÇÈÊÀ

Å.Ñ. Àíàíüåâà, À.Ä. Íàñîíîâ, Â.Á. Ìàðêèí

Âîçìîæíîñòü ïðîãíîçèðîâàíèå âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ïîëèìåðíîãî êîìïîçèòà
ñ êîìáèíèðîâàííûì íàïîëíèòåëåì

Ïðàêòèêà ñîçäàíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ÏÊÌ àêòèâíî ñòèìóëèðóåò ðåøåíèÿ ãëàâíîé ïðîáëåìû
ìåõàíèêè íåîäíîðîäíûõ ñðåä - óñòàíîâëåíèå êîëè÷åñòâåííûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ìèêðîñòðóê-
òóðîé êîìïîçèòà è åãî ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Îäíàêî êëàññè÷åñêàÿ â ñâîåé ïîñòàíîâêå
çàäà÷à äàëåêà îò çàâåðøåíèÿ, è ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé. Ýòî îáóñëîâëåíî ìíîãîîáðàçèåì
ÏÊÌ, ðàçëè÷àþùèìèñÿ êà÷åñòâåííûìè è êîëè÷åñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè, à òàêæå ìàòåìàòè÷å-
ñêèìè òðóäíîñòÿìè.

Ï.Ä. Ãîëóáü

Ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëèìåðîâ

Ðàññìîòðåíû óñëîâèÿ ïðîÿâëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëèìåðîâ êàê èçîëÿòîðîâ, ïîëó-
ïðîâîäíèêîâ, ïðîâîäíèêîâ è ñâåðõïðîâîäíèêîâ. Èçó÷åíà êîððåëÿöèÿ ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèìè è
ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîëèìåðîâ. Èñïîëüçóÿ ñâÿçü óïðóãèõ ìîäóëåé è íàïðÿæåíèÿ
ïðîáîÿ, îöåíåíû çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïîëèìåðîâ â îáëàñòè íèçêèõ òåìïåðàòóð.

À.À. Êîâàëåíêî, Å.Ì. Ñêóðûäèíà, Î.Â. Ïîæèäàåâà

Èññëåäîâàíèå ìîëåêóëÿðíîé ïîäâèæíîñòè ñëîæíûõ ýôèðîâ öåëëþëîçû

Â äèàïàçîíå òåìïåðàòóð 290÷550 Ê ìåòîäîì äèýëåêòðè÷åñêîãî òåðìè÷åñêîãî àíàëèçà ïðîâåäå-
íû èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðà ìîëåêóëÿðíîé ïîäâèæíîñòè ïðåäãèäðîëèçîâàííîé äðåâåñèíû îñèíû
è òðåõ ñëîæíûõ ýôèðîâ öåëëþëîçû, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ äðåâåñèíû îñè-
íû ñ ãëèöèíîì, β-àëàíèíîì è γ-àìèíîìàñëÿíîé êèñëîòîé. Îïðåäåëåíî íàëè÷èå ðåëàêñàöèîííûõ
ïåðåõîäîâ è îïèñàíû èõ õàðàêòåðèñòèêè. Ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòðîìåòðè÷åñêèé àíàëèç òåìïåðà-
òóðíûõ çàâèñèìîñòåé äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåðü â ñòîëü ñëîæíûõ ïîëèìåðíûõ ñèñòåìàõ ñëóæèò
íàäåæíûì è âûñîêî÷óâñòâèòåëüíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ìîëåêóëÿðíîé ïîäâèæíîñòè.

Þ.Ã. Ñêóðûäèí, Å.Ì. Ñêóðûäèíà

Êîìïîçèöèîííûé ìàòåðèàë èç ðàñòèòåëüíûõ îòõîäîâ áåç ñâÿçóþùèõ ñðåäñòâ

Íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò ðàçðàáàòûâàåòñÿ è ñîâåðøåíñòâóåòñÿ ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ êîìïîçèöè-
îííûõ ìàòåðèàëîâ èç ðàñòèòåëüíûõ îòõîäîâ áåç èñïîëüçîâàíèÿ êàêèõ-ëèáî ñâÿçóþùèõ âåùåñòâ.
Â åãî îñíîâå ëåæèò ãëóáîêàÿ ìåõàíîõèìè÷åñêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ðàñòèòåëüíîãî êîìïëåêñà ïåðå-
ãðåòûì ïàðîì ìåòîäîì âçðûâíîãî àâòîãèäðîëèçà. Ïîëó÷àåìûå ìàòåðèàëû îáëàäàþò âûñîêèìè
ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, íå óñòóïàþùèìè, à çà÷àñòóþ è ñóùåñòâåííî ïðåâû-
øàþùèìè ïîêàçàòåëè òðàäèöèîííûõ äðåâåñíî-êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ.
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ÄÈÄÀÊÒÈÊÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ È ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÈ

À.Ì. Èùóê

Òåñòîâûå çàäàíèÿ ïî ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè è òåíçîðíîìó àíàëèçó

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð òåñòîâîãî çàäàíèÿ ïî ìàòåðèàëó êóðñà "Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ
è òåíçîðíûé àíàëèç".

Ñ.Ñ. Ìàóñûìáàåâ, È.Â. Ïàâëîâ

Ïðèìåíåíèå êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé â ñïåöêóðñå "Äâèæåíèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö
â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ"

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé ïðè èçëîæåíèè ñïåö-
êóðñà "Äâèæåíèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ".

À.Ï Îðåõîâñêàÿ

Èç îïûòà îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå âîïðîñû ïðåïîäàâàíèÿ ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè, ñâÿ-
çàííûå ñ äîêàçàòåëüñòâîì íåðàâåíñòâ.

Ë.Í. Òîêàðåâà

Îñîáåííîñòè ó÷åòíîé ïîëèòèêè áþäæåòíîãî ó÷ðåæäåíèÿ
â ïåðèîä ðåôîðìèðîâàíèÿ áóõãàëòåðñêîãî ó÷åòà

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè ó÷åòíîé ïîëèòèêè áþäæåòíîãî ó÷ðåæäåíèÿ â ïåðèîä
ðåôîðìèðîâàíèÿ áóõãàëòåðñêîãî ó÷åòà.
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ÏÅÐÑÎÍÀËÈÈ

À.Ñ. ÏÎÏÎÂ È ÅÃÎ ÈÇÎÁÐÅÒÅÍÈÅ

Ñòî ëåò íàçàä â íîâîãîäíþþ íî÷ü ñ 1905 íà 1906 ãîä óøåë èç æèçíè ÷åëîâåê, ïîäàðèâøèé âñåìó
öèâèëèçîâàííîìó ìèðó ñâîå ãåíèàëüíîå èçîáðåòåíèå - ðàäèî.

Àëåêñàíäð Ñòåïàíîâè÷ Ïîïîâ ðîäèëñÿ íà Óðàëå â ñåëåíèè Òóðèíñêèå ðóäíèêè 16 ìàðòà 1859
ãîäà. Åãî ðîäèòåëè áûëè äàëåêè îò íàóêè, ïîñêîëüêó îòåö áûë ñâÿùåííîñëóæèòåëåì, à ìàòü, èìåÿ
ìåäèöèíñêîå îáðàçîâàíèå, îáó÷àëà ðóêîäåëèþ â äîìàøíåé äåâè÷üåé øêîëå è çàíèìàëàñü âîñïèòà-
íèåì ñâîèõ ñåìåðûõ äåòåé (äâà ñûíà è ïÿòü äî÷åðåé).

Ñàøà ñ äåòñêîãî âîçðàñòà óâëåêàëñÿ ïîñòðîéêîé ðàçëè÷íûõ äâèæóùèõñÿ ìåõàíèçìîâ, ìîäåëåé
âîäÿíûõ êîëåñ, ìåëüíèö è ò.ï. Ñíà÷àëà îí ó÷èëñÿ â ó÷èëèùå, ãäå ïðåïîäàâàë ëèòåðàòóðó åãî ñòàð-
øèé áðàò Ðàôàèë. Çàêîí÷èâ êóðñ íà÷àëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ñ îòìåòêîé "5", îí ïîñòóïàåò â Ïåðìñêóþ
ñåìèíàðèþ, â êîòîðîé ðàíüøå ó÷èëèñü åãî îòåö è ñòàðøèé áðàò. Çäåñü Àëåêñàíäð óâëåêàåòñÿ òî÷-
íûìè íàóêàìè, óñåðäíî èçó÷àåò èõ, çà ÷òî ó äðóçåé- ñåìèíàðèñòîâ ïîëó÷àåò ïðîçâèùå "ìàòåìàòèê".
Ôèçèêà â ñåìèíàðèè èçó÷àëàñü ïîâåðõíîñòíî, íà íåå îòâîäèëîñü â 5 ðàç ìåíüøå ó÷åáíîãî âðåìåíè,
÷åì íà çàíÿòèÿ ïî ãðå÷åñêîìó ÿçûêó, è, òåì íå ìåíåå, Ïîïîâ áîëüøå âñåãî çàèíòåðåñîâàëñÿ èìåííî
ýòîé íàóêîé, ÷òî è ïðåäîïðåäåëèëî åãî äàëüíåéøóþ ñóäüáó.

Ñëåäóþùèì ìåñòîì ó÷åáû À.Ñ.Ïîïîâ èçáðàë ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñè-
òåòà, êóäà îí áûë çà÷èñëåí â àâãóñòå 1877 ãîäà áåç âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ, ïîñêîëüêó íà âû-
ïóñêíûõ ýêçàìåíàõ â ñåìèíàðèè ïîëó÷èë ïî âñåì ïðåäìåòàì âûñøèé áàëë. Õîòÿ ïî ïðè÷èíå íåäî-
ñòàòî÷íîé ôèíàíñîâîé îáåñïå÷åííîñòè ñåìüè îí îñâîáîæäàëñÿ îò îïëàòû çà ó÷åáó, åìó ïîñòîÿííî
ïðèõîäèëîñü äóìàòü î õëåáå íàñóùíîì è èñêàòü ñåáå çàðàáîòîê. Ïîëîæåíèå óñóãóáëÿëîñü åùå è
òåì, ÷òî âìåñòå ñ íèì â Ïåòåðáóðã ïðèåõàëè è äâå åãî ñåñòðû, êîòîðûì íåîáõîäèìî áûëî ïîìîãàòü
ìàòåðèàëüíî. Îí ðåïåòèðîâàë ãèìíàçèñòîâ, äåëàë ïåðåâîäû ñ èíîñòðàííûõ ÿçûêîâ, à íà ñòàðøèõ
êóðñàõ ðàáîòàë â òîâàðèùåñòâå "Ýëåêòðîòåõíèê", êîòîðîå çàíèìàëîñü óñòàíîâêîé äóãîâîãî îñâåùå-
íèÿ â ñàäàõ è îáùåñòâåííûõ ó÷ðåæäåíèÿõ, à òàêæå ñòðîèë íåáîëüøèå ÷àñòíûå ýëåêòðîñòàíöèè. Â
ýòîì òîâàðèùåñòâå Àëåêñàíäð ïîëó÷èë ìíîãî öåííûõ ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ, ÷òî ñûãðàëî ïîçèòèâ-
íóþ ðîëü â åãî äàëüíåéøåé èçîáðåòàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè.

Íåñìîòðÿ íà áîëüøóþ çàãðóæåííîñòü îí íàõîäèò âðåìÿ äëÿ çàíÿòèé â ôèçè÷åñêîé ëàáîðàòîðèè
óíèâåðñèòåòà, ãäå ñòàíîâèòñÿ ïðåêðàñíûì ýêñïåðèìåíòàòîðîì.

Ê îêîí÷àíèþ óíèâåðñèòåòà À.Ñ.Ïîïîâ ñòàíîâèòñÿ ñåìåéíûì ÷åëîâåêîì, æåíèâøèñü íà Ðàèñå
Àëåêñååâíå Áîãäàíîâîé � äî÷åðè ïåòåðáóðãñêîãî àäâîêàòà, ñ êîòîðîé ïîçíàêîìèëñÿ, äàâàÿ óðîêè
â êà÷åñòâå ðåïåòèòîðà. Â 1882 ãîäó îí ïîëó÷àåò óíèâåðñèòåòñêèé äèïëîì, â êîòîðîì áîëüøèíñòâî
ïðåäìåòîâ çíà÷èëèñü îòëè÷íîé îöåíêîé. Òàêèå óñïåõè áûëè âûñîêî îöåíåíû Ñîâåòîì Óíèâåðñèòåòà,
ïðèñóäèâøèì À.Ñ.Ïîïîâó ó÷åíóþ ñòåïåíü êàíäèäàòà, îäíîâðåìåííî åìó áûëà ïðåäëîæåíà äîëæ-
íîñòü ïðåïîäàâàòåëÿ â Ìèííîì îôèöåðñêîì êëàññå â ãîðîäå Êðîíøòàäòå, êîòîðóþ îí çàíèìàë íà
ïðîòÿæåíèè 17 ëåò.

Äàëüíåéøàÿ êàðüåðà Àëåêñàíäðà Ñòåïàíîâè÷à ñêëàäûâàëàñü óñïåøíî. Â 1900 ãîäó åãî èçáèðà-
þò ïðîôåññîðîì êàôåäðû ôèçèêè Ïåòåðáóðãñêîãî ýëåêòðîòåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà, à ÷åðåç ãîä îí
ñòàíîâèòñÿ çàâåäóþùèì ýòîé êàôåäðîé. È, íàêîíåö, â 1905 ãîäó îí èçáèðàåòñÿ ðåêòîðîì ýëåêòðî-
òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà.

Ïîñëå îòêðûòèÿ Ã.Ãåðöåì ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí À.Ñ.Ïîïîâ ïðèñòóïèë ê èõ ñèñòåìàòè÷åñêîìó
èçó÷åíèþ, õîðîøî ïîíèìàÿ ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ áåñïðîâîëî÷íîé ñâÿçè îñî-
áåííî äëÿ ìîðñêîãî ôëîòà. Îí çàíèìàëñÿ êîíñòðóèðîâàíèåì ÷óâñòâèòåëüíîãî ïðèåìíèêà ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ âîëí, èçëó÷àåìûõ âèáðàòîðîì Ãåðöà. Â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà îí èñïîëüçîâàë êîãåðåð �
ñòåêëÿííóþ òðóáêó, çàïîëíåííóþ ìåòàëëè÷åñêèìè îïèëêàìè, êîòîðûå ðåçêî èçìåíÿþò ýëåêòðè÷å-
ñêîå ñîïðîòèâëåíèå ïîä âëèÿíèåì èñêðîâîãî ðàçðÿäà. Äëÿ óâåëè÷åíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðèåìíîãî
óñòðîéñòâà îí ïðèñîåäèíèë ê êîãåðåðó äëèííóþ ìåäíóþ ïðîâîëî÷êó, âûïîëíÿþùóþ ðîëü àíòåííû.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëàñü óäîáíàÿ ðàáî÷àÿ êîíñòðóêöèÿ � "ïðèáîð äëÿ îáíàðóæåíèÿ è ðåãèñòðèðî-
âàíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé" - ðàäèîïðèåìíèê.

7 ìàÿ 1895 ãîäà íà çàñåäàíèè Ðóññêîãî ôèçèêî-õèìè÷åñêîãî îáùåñòâà À.Ñ.Ïîïîâ âïåðâûå â ìèðå
óñïåøíî äåìîíñòðèðóåò ñâîå èçîáðåòåíèå, îñóùåñòâèâ îïûòû ïî ïåðåäà÷å è ïðèåìó ðàäèîñèãíàëîâ
íà ðàññòîÿíèè 60 ìåòðîâ. Ïåðâàÿ ðàäèîãðàììà ñîñòîÿëà èç äâóõ ñëîâ "Ãåíðèõ Ãåðö". Òàêèì îáðà-
çîì Àëåêñàíäð Ñòåïàíîâè÷, ïðîÿâèâ áëàãîðîäñòâî, îòäàë äàíü óâàæåíèÿ ó÷åíîìó, ýêñïåðèìåíòàëü-
íî ïîëó÷èâøåìó ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû. Ñâîé äîêëàä îí çàêîí÷èë ñëîâàìè ". . . ìîãó âûðàçèòü
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íàäåæäó, ÷òî ìîé ïðèáîð ïðè äàëüíåéøåì óñîâåðøåíñòâîâàíèè ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ïåðåäà÷è
ñèãíàëîâ íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ ïðè ïîìîùè áûñòðûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé, êàê òîëüêî
áóäåò íàéäåí èñòî÷íèê òàêèõ êîëåáàíèé, îáëàäàþùèé äîñòàòî÷íîé ýíåðãèåé". È, äåéñòâèòåëüíî,
ïîñòîÿííî ñîâåðøåíñòâóÿ ñâîå èçîáðåòåíèå, Ïîïîâó óäàåòñÿ ñòðåìèòåëüíî íàðàùèâàòü ðàññòîÿíèå
ðàäèîñâÿçè: 1896 ãîä- 250 ìåòðîâ, 1897 ãîä - 5 êì., 1899 ãîä - äî 50 êì.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äàííîãî ðàäèîóñòðîéñòâà íå çàñòàâèëà ñåáÿ æäàòü. Â íîÿáðå 1899 ãî-
äà, îòïðàâëÿþùèéñÿ â çàãðàíè÷íîå ïëàâàíèå áðîíåíîñåö "Ãåíåðàë - àäìèðàë Àïðàêñèí", âñëåäñòâèå
òóìàíà è íàâèãàöèîííîé îøèáêè ñåë íà êàìíè ó îñòðîâà Ãîãëàíä â Ôèíñêîì çàëèâå. Òÿæåëûå ïî-
âðåæäåíèÿ è çèìà ñèëüíî çàòðóäíÿëè ñïàñàòåëüíûå îïåðàöèè. Òàê êàê ìåæäó îñòðîâîì è áåðåãîì
íå áûëî íèêàêèõ ñðåäñòâ ñâÿçè, ìîðñêîå ìèíèñòåðñòâî ïðåäëîæèëî Ïîïîâó èñïîëüçîâàòü ñâîå èçîá-
ðåòåíèå, óñòàíîâèâ ëèíèþ áåñïðîâîëî÷íîé ñâÿçè. Ïîïîâ è åãî àññèñòåíò Ðûáêèí áåçîòëàãàòåëüíî
ïðèñòóïèëè ê ñîîðóæåíèþ ñòàíöèè, óñòàíîâêå âûñîêèõ ìà÷ò è ïîäâåñêå àíòåíí. Ðàáîòû ÷ðåçâû÷àé-
íî çàòðóäíÿëèñü ñèëüíûìè ìîðîçàìè, à, ãëàâíîå, îòñóòñòâèåì äîñòàòî÷íîãî îïûòà, è âñå æå ñòàí-
öèè çàðàáîòàëè â êðàò÷àéøèå ñðîêè. Ïî ñòå÷åíèþ îáñòîÿòåëüñòâ, ðàäèîãðàììà, îòêðûâøàÿ çàïèñü â
âàõòåííîì æóðíàëå ñòàíöèé, òðåáîâàëà ñïàñåíèÿ ÷åëîâå÷åñêèõ æèçíåé. Âîò òåêñò ýòîé òåëåãðàììû:
"Êîìàíäèðó "Åðìàêà". Îêîëî Ëåâåíñàðè îòîðâàëî ëüäèíó ñ ðûáàêàìè. Îêàæèòå ïîìîùü". Áëàãî-
äàðÿ ýòîé òåëåãðàììå "Åðìàê" íåìåäëåííî âûøåë â ìîðå è ñíÿë ñî ëüäèíû 27 ðûáàêîâ, ñïàñ èì
æèçíè. Çà áîëåå ÷åì òðåõìåñÿ÷íóþ ðàáîòó ñòàíöèé ìåæäó áåðåãîì è áðîíåíîñöåì "Ãåíåðàë - àäìè-
ðàë Àïðàêñèí" áûëî ïåðåäàíî îêîëî 400 òåëåãðàìì, íàäåæíàÿ ñâÿçü îñóùåñòâëÿëàñü íà ðàññòîÿíèè
â 52 êì. Áåñïðîâîëî÷íûé òåëåãðàô ñðàçó æå ïîêàçàë ÷åëîâå÷åñòâó, êàêèì ìîùíûì è íàäåæíûì
ñðåäñòâîì ñâÿçè îí ÿâëÿåòñÿ.

Ìîðñêîå âåäîìñòâî Ðîññèè ïîðó÷àåò À. Ñ. Ïîïîâó íà÷àòü ðàáîòû ïî âíåäðåíèþ áåñïðîâîëî÷íîãî
òåëåãðàôà íà ñóäàõ ôëîòà, è ñ ýòîé çàäà÷åé îí óñïåøíî ñïðàâëÿåòñÿ, ïîëó÷èâ ïîääåðæêó è ïîìîùü
àäìèðàëà Ìàêàðîâà.

Èçîáðåòåíèå À.Ñ.Ïîïîâà äàëî òîë÷îê äëÿ áûñòðîãî ðàçâèòèÿ ðàäèîñâÿçè âî âñåì ìèðå. Äàëüíåé-
øèé ïðîãðåññ ïîøåë î÷åíü áûñòðî, èáî â äåëî ââÿçàëñÿ êðóïíûé êàïèòàë. Ïðàâèòåëüñòâà ïåðåäîâûõ
ñòðàí, ïðàâèëüíî îöåíèâ âîçìîæíîñòè ðàäèîñâÿçè, ùåäðî ñóáñèäèðîâàëî ðàáîòû ïî óñîâåðøåíñòâî-
âàíèþ áåñïðîâîëî÷íîãî òåëåãðàôà. Â 1897 ãîäó (÷åðåç äâà ãîäà ïîñëå ïåðâûõ îïûòîâ Ïîïîâà) èòà-
ëüÿíñêèé èíæåíåð Ã. Ìàðêîíè ïîëó÷èë àíãëèéñêèé ïàòåíò íà ïåðåäà÷ó òåëåãðàìì áåç ïðîâîäîâ,
÷åì îñïàðèâàë ïðèîðèòåò íà èçîáðåòåíèå ðàäèî. Ýòà ïðîáëåìà íåîäíîêðàòíî ðåøàëàñü ïðàâèòåëü-
ñòâåííûìè ìåæäóíàðîäíûìè êîìèññèÿìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âîïðîñ îá èçîáðåòàòåëå ðàäèî ðåøåí
îêîí÷àòåëüíî è îäíîçíà÷íî - èì ÿâëÿåòñÿ ðóññêèé ó÷åíûé-ôèçèê Àëåêñàíäð Ñòåïàíîâè÷ Ïîïîâ.
Ðàäèî - ýòî äåòèùå ãåíèÿ ðóññêîãî ÷åëîâåêà. Íà÷èíàÿ ñ 1945 ãîäà, åæåãîäíî 7 ìàÿ îòìå÷àåòñÿ â
íàøåé ñòðàíå êàê Äåíü ðàäèî.

Âàæíî ïîä÷åðêíóòü ñâîéñòâåííîå À.Ñ.Ïîïîâó ñòðåìëåíèå ê ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ çíà-
íèé íà áëàãà ëþäåé, ñàìîçàáâåííóþ ëþáîâü ê ñâîåé Ðîäèíå è âåðíîñòü åé äàæå òîãäà, êîãäà â
öàðñêîé Ðîññèè åìó æèëîñü ñîâñåì íåïðîñòî èç - çà ñâîèõ ïðîãðåññèâíûõ âçãëÿäîâ. Íåâçèðàÿ íà
òðóäíûå óñëîâèÿ öàðñêîãî ðåæèìà, îí íå ïðèíÿë ñàìûõ çàìàí÷èâûõ ïðåäëîæåíèé çàðóáåæíûõ
ôèðì ïðîäàòü èì ïàòåíòû íà ñâîå èçîáðåòåíèå. Íà ïîñòóïàþùèå åìó ïðåäëîæåíèÿ ïåðååõàòü çà
ãðàíèöó Àëåêñàíäð Ñòåïàíîâè÷ íåèçìåííî îòâå÷àë: "ß ðóññêèé ÷åëîâåê, è âñå ñâîè çíàíèÿ, âåñü
ñâîé òðóä ÿ èìåþ ïðàâî îòäàòü òîëüêî ìîåé Ðîäèíå. È åñëè íå ñîâðåìåííèêè, òî, ìîæåò áûòü, ïî-
òîìêè íàøè ïîéìóò, ñêîëü âåëèêà ìîÿ ïðåäàííîñòü Ðîäèíå è êàê ñ÷àñòëèâ ÿ, ÷òî íå çà ðóáåæîì, à
â Ðîññèè îòêðûòî íîâîå ñðåäñòâî ñâÿçè".

Ïîñëåäíèå ãîäû æèçíè À.Ñ.Ïîïîâà ñîâïàëè ñ áóðíûìè âðåìåíàìè ïåðâîé ðóññêîé ðåâîëþöèè.
Ïî âñåé ñòðàíå òîãäà ïðîêàòèëèñü âîëíû çàáàñòîâîê. Ðåâîëþöèîííîå äâèæåíèå çàõâàòèëî è ñòóäåí-
÷åñòâî. Ñòóäåíòû ýëåêòðîòåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà, ðåêòîðîì êîòîðîãî â òî âðåìÿ áûë Àëåêñàíäð
Ñòåïàíîâè÷, â îòâåò íà ðàññòðåë ðàáî÷èõ íà áàððèêàäàõ Êðàñíîé Ïðåñíè, îòêðûòî âûñòóïèëè íà
ñòîðîíå ïðîãðåññèâíûõ ñèë. Â ñòóäåí÷åñêèõ îáùåæèòèÿõ èíñòèòóòà íà÷àëèñü ïîâàëüíûå îáûñêè, ïî-
ëèöèÿ èñêàëà íåëåãàëüíóþ ëèòåðàòóðó è îðóæèå, â àóäèòîðèÿõ èíñòèòóòà ïîÿâëÿþòñÿ ïîëèöåéñêèå
íàäçèðàòåëè è òàéíûå àãåíòû. À.Ñ.Ïîïîâà âîçìóùàëè òàêèå äåéñòâèÿ âëàñòåé, îí ðåçêî âîçðàæàë
ïðîòèâ ïîäîáíûõ ìåð âîçäåéñòâèÿ íà ñòóäåí÷åñòâî. Åãî âûçûâàþò ê ãðàäîíà÷àëüíèêó Ïåòåðáóðãà
è ê öàðñêîìó ìèíèñòðó, êîòîðûå ãðîçÿò íîâûìè ðåïðåññèÿìè è êàðàòåëüíûìè ìåðàìè. Ïîïîâ îò-
êàçûâàåòñÿ âûïîëíÿòü èõ òðåáîâàíèÿ è óõîäèò äîìîé â òÿæåëåéøåì ñîñòîÿíèè, íî íå îòñòóïèâ îò
ñâîèõ óáåæäåíèé.

Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà ñòàëè ðîêîâûìè äëÿ Àëåêñàíäðà Ñòåïàíîâè÷à. Âîò ÷òî ïèøåò î ïîñëåä-
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íèõ äíÿõ åãî äî÷ü Åêàòåðèíà: "29 äåêàáðÿ îòåö èìåë òÿæåëîå îáúÿñíåíèå ñ ãðàäîíà÷àëüíèêîì. Ïî
âîçâðàùåíèþ äîìîé ïî÷óâñòâîâàë ñåáÿ ïëîõî, íî âñå æå ïîåõàë íà çàñåäàíèå â èíñòèòóò. Ïîçäíî
âîçâðàòèâøèñü äîìîé, îí ñëåã â ïîñòåëü. Ïðîèçîøëî êðîâîèçëèÿíèå â ìîçã. Ìîÿ ìàòü, âðà÷ ïî îáðà-
çîâàíèþ, ïðèíÿëà íåîáõîäèìûå ìåðû. 31 äåêàáðÿ îíà ïðèãëàñèëà ïðîôåññîðà. Îñìîòðåâ áîëüíîãî
âìåñòå ñ ìàòåðüþ è ïðèíÿâ åå çà ëå÷àùåãî âðà÷à, îí ñêàçàë: "Áîëüíîé áåçíàäåæåí, íàäî ïîäãî-
òîâèòü æåíó áîëüíîãî". Ìàòü îòâåòèëà: "Ýòî ÿ - åãî æåíà". Â 5 ÷àñîâ âå÷åðà, êîãäà ìû, äåòè,
áàáóøêà è âîñïèòàòåëüíèöà ñåëè îáåäàòü, îòêðûëàñü äâåðü èç ñïàëüíè îòöà. Íà ïîðîãå ïîÿâèëàñü
ìîÿ ìàòü è ñêàçàëà: "Äåòè, èäèòå ñþäà. Íàñòàëè ïîñëåäíèå ìèíóòû". Áðàòüÿ ìîè ñòàëè äåëàòü îòöó
èñêóññòâåííîå äûõàíèå, ìàòü ïîäíîñèëà íàøàòûðíûé ñïèðò, íî âñå áûëî êîí÷åíî".

Àëåêñàíäðó Ñòåïàíîâè÷ó Ïîïîâó áûëî îòìåðåíî æèçíüþ âñåãî 46 ëåò. Îäíàêî, èìÿ ýòîãî ñêðîì-
íîãî è ÷åñòíîãî ó÷åíîãî, ïîäàðèâøåãî ÷åëîâå÷åñòâó îäíî èç ñàìûõ çàìå÷àòåëüíûõ äîñòèæåíèé öè-
âèëèçàöèè - ðàäèî, íàâñåãäà âïèñàíî â èñòîðèþ íàóêè.

Ï.Ä. Ãîëóáü
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ÕÐÎÍÈÊÀ

Øåñòàÿ êðàåâàÿ êîíôåðåíöèÿ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÍÀ ÀËÒÀÅ (ÌÎÍÀ-2005)

Àëòàéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Áàðíàóëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãî-
ãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò ïðîâåëè êîíôåðåíöèþ ÌÎÍÀ-2005. Êîíôåðåíöèÿ ñîñòîÿëàñü 21 îêòÿáðÿ 2005
ãîäà íà áàçå Àëòàéñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Ïðîãðàììíûé êîìèòåò ïðèãëàñèë íà êîíôåðåíöèþ ðÿä âåäóùèõ ó÷åíûõ ðåãèîíà. Ïðåäñåäàòåëü
ïðîãðàììíîãî êîìèòåòà � àêàäåìèê ÐÀÍ Þ.Ã.Ðåøåòíÿê.

Ñåêöèè êîíôåðåíöèè ÌÎÍÀ-2005:
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ìåõàíèêå.
Àëãåáðà, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, ãåîìåòðèÿ è àíàëèç.
Òåîðèÿ è ìåòîäèêà îáó÷åíèÿ â îáëàñòè åñòåñòâåííûõ è òåõíè÷åñêèõ íàóê.
Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà.
Òåîðèÿ è ìåòîäèêà ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ.

Â ðàáîòå êîíôåðåíöèè ïðèíÿëè ó÷àñòèå ïðåïîäàâàòåëè ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè
ÁÃÏÓ. Ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû êîíôåðåíöèè âûïóùåí ñáîðíèê òðóäîâ. Ðåøåíî, ÷òî ñëåäóþùàÿ
êîíôåðåíöèÿ ñîñòîèòñÿ â Áàðíàóëüñêîì ãîñóäàðñòâåííîì ïåäàãîãè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå â 2006 ãîäó.

Ã.Â.Ïûøíîãðàé, çàâ. êàôåäðîé âûñøåé ìàòåìàòèêè ÀëòÃÒÓ,
Å.Ä.Ðîäèîíîâ, çàâ. êàôåäðîé ãåîìåòðèè ÁÃÏÓ
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ÈÇÄÀÍÎ Â ÁÃÏÓ

Àáðàìêèí Ã.Ï. Îñíîâû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ: Ó÷åáíîå ïîñîáèå. - Áàðíàóë: Èçä-âî ÁÃÏÓ,
2005. 218 ñ.

Äîïóùåíî Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèì îáúåäèíåíèåì ïî íàïðàâëåíèÿì ïåäàãîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ
Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ äëÿ ñòóäåí-
òîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, îáó÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâëåíèþ 540200 (050200) "Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå
îáðàçîâàíèå".

Êíèãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ ñòóäåíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, îáó÷àþ-
ùèõñÿ ïî íàïðàâ-ëåíèþ 540200 (050200) "Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå" è îáåñïå÷èâàåò ìå-
òîäè÷åñêóþ îñíîâó äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñïåöèàëüíûìè êóðñàìè, îòíîñÿùèìèñÿ ê ýòîìó íàïðàâ-
ëåíèþ. Íàðÿäó ñ áàçîâûìè ïîíÿòèÿìè, ìåòîäàìè è ïðèåìàìè ðàññìàòðèâàåòñÿ òåõíîëîãèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðîâ, îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíûå ïîãðåøíîñòè, äàåòñÿ îïðåäåëåíèå
âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ è ðàññìàòðèâàþòñÿ èõ îñîáåííîñòè. Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ òî÷-
íîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ è ïîñòðîåíèþ ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ. Èçëîæåíèå ñîïðîâîæäà-
åòñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì áëîê-ñõåì, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ïðîãðàìì íà
ëþáîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

×åòêîå ðàçäåëåíèå òåîðåòè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ êóðñà ïîçâîëèò ñòóäåíòàì è ïðå-
ïîäàâàòåëÿì ãèáêî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåííûé ìàòåðèàë ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé êîíêðåòíûõ ó÷åá-
íûõ ïëàíîâ è ïðîãðàìì, à òàêæå ïðèíÿòûõ ôîðì è ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ.

Âëàäèìèðöåâà Ñ.À. Òåîðèÿ è ìåòîäèêà îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå: Îáùàÿ ìåòîäèêà: Ó÷åá-
íîå ïîñîáèå. Áàðíàóë: Èçä-âî ÁÃÏÓ, 2005. - 158 ñ.

Ðåêîìåíäîâàíî ÓÌÎ ïî ñïåöèàëüíîñòÿì ïåäàãîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ïî-
ñîáèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, îáó÷àþùèõñÿ ïî ñïåöèàëüíîñòè 032100 "Ìàòåìà-
òèêà".

Â ó÷åáíîì ïîñîáèè ðàññìàòðèâàþòñÿ îáùèå âîïðîñû îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå â øêîëå. Ïðîáëåìà
ôîðìèðîâàíèÿ êîíñòðóêòèâíî-ïðîåêòèðîâî÷íîé äåÿòåëüíîñòè áóäóùåãî ó÷èòåëÿ ðåøàåòñÿ íà îñíî-
âå îáó÷åíèÿ è ó÷åáíîãî çàíÿòèÿ.

Êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà ñòóäåíòàì ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ ïåäàãîãè÷åñêèõ âóçîâ, ïðåïîäà-
âàòåëÿì ìåòîäèêè îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå è ó÷èòåëÿì.

Åôðåìîâ Þ.Ñ. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà è òåðìîäèíàìèêà: Ó÷åáíîå ïîñîáèå. - Áàðíàóë:
Èçä-âî ÁÃÏÓ, 2005. - 208 ñ.

Äîïóùåíî Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèì îáúåäèíåíèåì ïî íàïðàâëåíèÿì ïåäàãîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â
êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, îáó÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâëåíèþ
540200 (050200) "Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå".

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå ðàçäåëà êóðñà òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè
"Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà è òåðìîäèíàìèêà". Îíî íàïèñàíî â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè ãîñóäàð-
ñòâåííîãî ñòàíäàðòà ïî ñïåöèàëüíî-ñòè 032200.00 "Ôèçèêà ñ äîïîëíèòåëüíîé ñïåöèàëüíîñòüþ" è
ñïåöèàëüíîñòè 032200 "Ôèçèêà".

Åôðåìîâ Þ.Ñ., Ïåòðîïàâëîâñêèé Ì.Ä. Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â ïàêåòå
ñèìâîëüíîé ìàòåìàòèêè Maple: Ó÷åáíîå ïîñîáèå. 2-îå èçä., èñïð. è äîï. - Áàðíàóë: Èçä-âî
ÁÃÏÓ, 2005. - 300 ñ.

Äîïóùåíî Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèì îáúåäèíåíèåì ïî íàïðàâëåíèÿì ïåäàãîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â
êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, îáó÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâëåíèþ
540200 (050200) "Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå".
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Èçäàíî â ÁÃÏÓ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå ðàçäåëà êóðñà "Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè". Îíî íàïèñàíî â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè ãîñóäàðñòâåííîãî ñòàíäàðòà ïî ñïåöèàëü-
íîñòè 032200.00 "Ôèçèêà ñ äîïîëíèòåëüíîé ñïåöèàëüíîñòüþ" è ñïåöèàëüíîñòè 032200 "Ôèçèêà".
Èññëåäîâàíû âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïàêåòà ñèìâîëüíîé ìàòåìàòèêè Maple äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Êðóòñêèé À.Í. Òîê, çàðÿä, íàïðÿæåíèå, ñîïðîòèâëåíèå â êóðñå ôèçèêè îñíîâíîé è
ïîëíîé ñðåäíåé øêîëû: Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå. Áàðíàóë: Èçä-âî ÁÃÏÓ, 2005. - 40 ñ.

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì èçó÷åíèÿ îñíîâíûõ ýëåêòðîòåõíè÷åñêèõ âåëè÷èí òîêà, çàðÿäà, íà-
ïðÿæåíèÿ, ñîïðîòèâëåíèÿ â êóðñå ôèçèêè îñíîâíîé è ïîëíîé ñðåäíåé øêîëû. Ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè
ìåòîäèêè èçó÷åíèÿ äàííûõ âîïðîñîâ âîçíèêëà â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå íà íîâûé ÃÎÑÒ
Ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìû åäèíèö ÑÈ èçìåíåíû ôóíêöèè âåëè÷èí. Åñëè äî ïðèíÿòèÿ íîâîãî ÃÎÑÒà
îñíîâíîé âåëè÷èíîé ñèñòåìû áûë çàðÿä, òî ïîñëå ââåäåíèÿ íîâîãî ñòàíäàðòà åãî ìåñòî çàíÿëà ñèëà
òîêà, à çàðÿä ñòàë âåëè÷èíîé ïðîèçâîäíîé. Â ñâÿçè ñ èçìåíåíèåì ôóíêöèé âåëè÷èí èçìåíèëèñü ëî-
ãèêà èõ ââåäåíèÿ è íåêîòîðûå ñâÿçàííûå ñ íèìè åäèíèöû è èõ îïðåäåëåíèÿ. Ìåæäó òåì, îáó÷åíèå
â øêîëàõ âåäåòñÿ áåç ó÷åòà òðåáîâàíèÿ íîâûõ Ãîñóäàðñòâåííûõ ñòàíäàðòîâ.

Ïîñîáèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ìåòîäèñòàìè ôèçèêè, ñòóäåíòàìè ôèçè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ,
ó÷èòåëÿìè è ó÷àùèìèñÿ øêîë.

Ëüâîâà Ë.Â. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ: Ó÷åáíîå ïîñîáèå. Áàðíàóë: Èçä-âî ÁÃÏÓ,
2005. - 104 ñ.: èë.

Äîïóùåíî Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèì îáúåäèíåíèåì ïî íàïðàâëåíèÿì ïåäàãîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ
Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ äëÿ ñòó-
äåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé ïåäàãîãè÷åñêèõ âóçîâ.

Â ïîñîáèè ðàññìîòðåíû îñíîâû òåîðèè êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè-
âåäåíû çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ ïåäàãîãè÷åñêèõ âó-
çîâ.

Ìàòâååâ Â.Ì., Ñêóëîâ Ï.Â., Òðåòüÿêîâà Ë.À. Òåñòû è çàäà÷è ïî ôèçèêå: Ó÷åáíî-
ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå. ×àñòü I. Áàðíàóë: Èçä-âî ÁÃÏÓ, 2005. - 96 ñ.

Â äàííîì ïîñîáèè ïðèâåäåíû òåñòû è çàäà÷è äëÿ ïîäãîòîâêè ê ñäà÷å ÅÃÝ â ñîîòâåòñòâèè ñ
îáðàçîâàòåëüíûì ñòàíäàðòîì â îáú¼ìå òðåáîâàíèé Åäèíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ýêçàìåíà. Òåñòû è
çàäà÷è ñîñòàâëåíû ïî òèïó çàäàíèé, ïðèìåíÿåìûõ â êîíòðîëüíî-èçìåðèòåëüíûõ ìàòåðèàëàõ ÅÃÝ.
Â êîíöå êíèãè äàíû îòâåòû è ðåøåíèÿ çàäà÷. Â ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíî: ñïåöèôèêàöèÿ, êîäèôèêàòîð
è ñïðàâî÷íûé ìàòåðèàë äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷.

Ïðåäíàçíà÷àåòñÿ äëÿ âûïóñêíèêîâ ñðåäíèõ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ øêîë, ñëóøàòåëåé ïîäãîòîâè-
òåëüíûõ îòäåëåíèé è êóðñîâ, àáèòóðèåíòîâ, ñòóäåíòîâ ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, ó÷èòåëåé ôèçèêè
è ëèö, çàíèìàþùèõñÿ ñàìîîáðàçîâàíèåì.

Íå÷àåâ È.Ä. Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà: Ó÷åáíîå ïîñîáèå. - Áàðíàóë: Èçä-âî
ÁÃÏÓ, 2005. - 104 ñ.

Â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà â
ìàòåìàòèêå è ôèçèêå, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â ïåäóíèâåðñèòåòå íà
ôàêóëüòåòå ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè.
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Âåñòíèê ÁÃÏÓ: Åñòåñòâåííûå è òî÷íûå íàóêè

Ïîñîáèå ïîñòðîåíî òàê, ÷òî èçëàãàåìûé ìàòåðèàë ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí íà çàíÿòèÿõ â àóäè-
òîðèè, äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ, êîíòðîëÿ ïðîéäåííîãî ìàòåðèàëà.

Ïðåäëàãàåìîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ î÷íîãî è çàî÷íîãî îòäåëåíèé.

Ïåâèí Í.Ì. Ïðàêòèêóì ïî ôèçèêå: Ìåõàíèêà: Ó÷åáíîå ïîñîáèå. - 2-îå èçä., äîï. è ïåðåðàá.
- Áàðíàóë: Èçä-âî ÁÃÏÓ, 2005. - 84 ñ.: ñ èë.

Ïîñîáèå ñîäåðæèò îïèñàíèÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò ïî ìåõàíèêå è ðåêîìåíäàöèè ïî ïðîâåäåíèþ
ó÷åáíîãî ëàáîðàòîðíîãî ïðàêòèêóìà, ìåòîäèêå îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è îöåíêè ïî-
ãðåøíîñòåé èçìåðåíèÿ.

Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ ïåäàãîãè÷åñêèõ âó-
çîâ.

Ðûæîâà Í.È., Êàðàêîçîâ Ñ.Ä., Øóêøèí Ä.À. Îñíîâû òåõíîëîãèè ñîçäàíèÿ îáðàçî-
âàòåëüíîãî Èíòåðíåò-ðåñóðñà. Ñèñòåìà ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò: Ó÷åáíîå ïîñîáèå. - Áàðíàóë:
Èçä-âî ÁÃÏÓ, 2005. - 274 ñ.

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò, ïðåäíàçíà÷åííóþ
äëÿ îáó÷åíèÿ øèðîêîãî êîíòèíãåíòà ñëóøàòåëåé îñíîâàì òåõíîëîãèè ñîçäàíèÿ îáðàçîâàòåëüíûõ
Èíòåðíåò-ðåñóðñîâ íà áàçå øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîãî è äîñòóïíîãî ïàêåòà èíñòðóìåíòàëüíûõ ñðåäñòâ
äëÿ Web-äèçàéíà - Macromedia Studio MX.

Ïîñîáèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî êàê îäèí èç êîìïîíåíòîâ ìåòîäè÷åñêîé ïîääåðæêè òàêèõ
ó÷åáíûõ êóðñîâ, êàê "Òåîðèÿ è ìåòîäèêà îáó÷åíèÿ èíôîðìàòèêå", "Èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû" è
"Êîìïüþòåðíûå ñåòè, Èíòåðíåò è ìóëüòèìåäèà-òåõíîëîãèè".

Áóäåò ïîëåçíî ñòóäåíòàì, àñïèðàíòàì, à òàêæå ó÷èòåëÿì-ïðåäìåòíèêàì, êîòîðûå èíòåðåñóþò-
ñÿ ðàçðàáîòêîé è âíåäðåíèåì Èíòåðíåò-ðåñóðñîâ â ó÷åáíûé ïðîöåññ è èññëåäîâàíèÿìè â îáëàñòè
ìåòîäèêè îáó÷åíèÿ.
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Ñâåäåíèÿ îá àâòîðàõ

ÑÂÅÄÅÍÈß ÎÁ ÀÂÒÎÐÀÕ

Àíàíüåâà Åëåíà Ñåðãååâíà � êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò ÀÃÒÓ.

Ãîëóáü Ïàâåë Äìèòðèåâè÷ � êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû

îáùåé ôèçèêè ÁÃÏÓ, ÷ëåí-êîðð. ÌÀÍÏÎ.

Äóäêèí Àíàòîëèé Àëåêñàíäðîâè÷� êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò

êàôåäðû ãåîìåòðèè ÁÃÏÓ.

Çàâüÿëîâà Ëþäìèëà Àëåêñååâíà� àñïèðàíò ÁÃÏÓ, àññèñòåíò êàôåäðû ãåîìåòðèè ÁÃÏÓ.

Èùóê Àííà Ìèõàéëîâíà� àññèñòåíò êàôåäðû ãåîìåòðèè ÁÃÏÓ. E-mail: wells@uni-altai.ru
Êóçüìèíà Àííà Ñåðãååâíà � ìàãèñòðàíò ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè ÁÃÏÓ.

E-mail: akuzmina1@yandex.ru
Êûðîâ Âëàäèìèð Àëåêñàíäðîâè÷.�àññèñòåíò êàôåäðû ôèçèêè è ÌÏÔ ÃàÃÓ. E-mail:
k�zika@gasu.ru.
Êîâàëåíêî Àíäðåé Àíäðååâè÷ � êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò êàôåäðû

òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè è ìàòåìàòèêè ÁÃÏÓ.

Ìàóñûìáàåâ Ñåðèêáàé Ñàëèìáåêîâè÷ � êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð,

çàâ. êàôåäðîé îáùåé ôèçèêè ÑÃÏÈ. E-mail: kainar@semck.kz
Ìèõàéëè÷åíêî Ãåííàäèé Ãðèãîðüåâè÷�äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
êàôåäðû ôèçèêè è ÌÏÔ ÃàÃÓ. E-mail: k�zika@gasu.ru.
Ìàðêèí Âèêòîð Áîðèñîâè÷� äîêòîð òåõíè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð, çàâ. êàôåäðîé ôèçèêè è

òåõíîëîãèè êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ÀëòÃÒÓ.

Íàñîíîâ Àëåêñåé Äìèòðèåâè÷ � êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû

îáùåé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè ÁÃÏÓ.

Îðåõîâñêàÿ Àíôèñà Ïåòðîâíà � êàíäèäàò ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò êàôåäðû

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÁÃÏÓ.

Ïàâëîâ Èãîðü Âëàäèìèðîâè÷ � ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû îáùåé ôèçèêè ÑÃÏÈ.

E-mail: iwp@rambler.ru
Ïîæèäàåâà Îëüãà Âàëåðüåâíà � àñïèðàíò êàôåäðû ôèçèêè ÀëòÃÒÓ

Ïîëèêàíîâà Èðèíà Âèêòîðîâíà � êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò êàôåäðû

ãåîìåòðèè ÁÃÏÓ.

Ðàêîâ Àíäðåé Åãîðîâè÷ � àñïèðàíò êàôåäðû ãåîìåòðèè ÁÃÏÓ.

Ðîäèîíîâ Åâãåíèé Äìèòðèåâè÷ � äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð, çàâ.
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Ê ÑÂÅÄÅÍÈÞ ÀÂÒÎÐÎÂ È ×ÈÒÀÒÅËÅÉ

Áàðíàóëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
îñóùåñòâëÿåò èçäàíèå ðåãèîíàëüíîãî íàó÷íîãî æóðíàëà

ÂÅÑÒÍÈÊ ÁÀÐÍÀÓËÜÑÊÎÃÎ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÎÃÎ ÏÅÄÀÃÎÃÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ

Æóðíàë âûïóñêàåòñÿ ïî ñåðèÿì:

• åñòåñòâåííûå è òî÷íûå íàóêè;

• ãóìàíèòàðíûå íàóêè;

• ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèå íàóêè.

Ïåðèîäè÷íîñòü èçäàíèÿ: 1 íîìåð â ãîä.
Îäíîâðåìåííî èçäàåòñÿ ýëåêòðîííàÿ âåðñèÿ æóðíàëà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ â Internet.
Ïðè ïðåäîñòàâëåíèè ìàòåðèàëîâ â çàÿâêå íà ïóáëèêàöèþ íóæíî óêàçàòü

ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ îá àâòîðàõ:

1. Ôàìèëèÿ, èìÿ, îò÷åñòâî.

2. Ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ó÷åíîå çâàíèå.

3. Ìåñòî ðàáîòû, äîëæíîñòü.

4. Êîíòàêòíûå äàííûå (ïî÷òîâûå èíäåêñ è àäðåñ, òåëåôîí, ôàêñ, E-mail).

Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ìàòåðèàëîâ, ïðåäîñòàâëÿåìûõ ê ïóáëèêàöèè:

1. Ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ýëåêòðîííîì âèäå íà äèñêåòå èëè ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå (E-mail:
vbspu@bspu.secna.ru) è â âèäå ðóêîïèñè.
2. Ðóêîïèñü ñòàòüè äîëæíà ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ðàñïå÷àòêó íà ïðèíòåðå ïîëíîé âåðñèè òåêñòà (âêëþ-
÷àÿ âåñü èëëþñòðàòèâíûé ìàòåðèàë) íà îäíîé ñòîðîíå ïèñ÷åé áåëîé áóìàãè ôîðìàòà À4 (21x30 ñì).
3. Ñòàòüÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ â ñåðèþ åñòåñòâåííûå è òî÷íûå íàóêè, íàáèðàåòñÿ â
LATEXå:

• âåðñèÿ LATEX 2e (ìîæíî èñïîëüçîâàòü ams-ðàñøèðåíèå);

• èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûé ñòèëåâîé ôàéë multicol.sty è ôàéë dbgpu.sty (åãî ìîæíî âçÿòü â
ðåäàêöèè èëè íà ñàéòå ÁÃÏÓ);

• ðèñóíêè â ôîðìàòå EPS;

• åñëè èñïîëüçóåòñÿ àâòîìàòè÷åñêàÿ íóìåðàöèÿ, òî âíà÷àëå ñòàòüè âñòàâèòü êîìàíäó îáíóëåíèÿ
ñ÷åò÷èêà.

Íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð ïðåàìáóëû ñòàòüè íàáðàííîé â Latexe:

\documentclass[10pt,twoside]{report}

\usepackage[cp1251]{inputenc}

\usepackage[russian]{babel}

\usepackage{amsmath,amssymb,amsopn,multicol,graphicx,dbgpu}

\voffset -30pt \hoffset -75pt \language=1

% Ïðèìåðû ìàêðîñîâ. Íå çëîóïîòðåáëÿòü!!!

\newenvironment{remark}{\par \noindent\bf Çàìå÷àíèå.\it}{}

\newenvironment{theorem}{\noindent \bf Òåîðåìà.\it}{}

\DeclareMathOperator{\ad}{ad}

\begin{document}

% Çàãîëîâîê ñòàòüè çàïîëíÿåòñÿ àâòîðîì:

% çàãîëîâîê âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÓÄÊ, È.Î.Ô. àâòîðîâ,
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% íàçâàíèå ñòàòüè, êðàòêèé âàðèàíò íàçâàíèÿ äëÿ êîëîíòèòóëà,

% Ô.È.Î àâòîðîâ äëÿ ñáîðêè îãëàâëåíèÿ

\newpage

\chaptermark{\siil Âåñòíèê ÁÃÏÓ: Åñòåñòâåííûå è òî÷íûå íàóêè}{\siil À.Ì.~Ëîìøàêîâ. Èíâàðèàíòíûå

ìåòðèêè Ýéíøòåéíà \dots} \maketit{514.765}{À.Ì.

Ëîìøàêîâ\footnotemark[1]}{Èíâàðèàíòíûå ìåòðèêè Ýéíøòåéíà íà òðè

ëîêàëüíî-ñèììåòðè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.}{Ëîìøàêîâ

À.Ì.}{ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÅ ÌÅÒÐÈÊÈ ÝÉÍØÒÅÉÍÀ ÍÀ ÒÐÈ

ËÎÊÀËÜÍÎ-ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÈÌÀÍÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ.}

% Ñîäåðæàíèå ñòàòüè îôîðìëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì. Â íóæíûõ ìåñòàõ äàåòñÿ êîìàíäà

% \begin{multicols}{2}[ ] ïåðåõîäà íà äâà ñòîëáöà, â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íåîáÿçàòåëüíûé

% àðãóìåíò (òåêñò îáùåãî çàãîëîâêà). Âîçâðàùåíèå â ðåæèì îäíîãî ñòîëáöà \end{multicols}

\footnotetext[1]{Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà

ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 99-01-00543)}

\setcounter{figure}{0} \setcounter{equation}{0}

\setcounter{ttabl}{0}

\begin{multicols}{2}

{\bf Ââåäåíèå.} Â [1, 2, 3] èçó÷àëèñü èíâàðèàíòíûå ýéíøòåéíîâû

ìåòðèêè íà òðè ëîêàëüíî-ñèììåòðè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ...

.......

\begin{center}

\scalebox{1}[1]{\includegraphics[angle=0,totalheight=2in]{pic.eps}}

\end{center}

...........................

\end{multicols}

\begin{makebiog}

\bibitem{1} Wallach N. Compact homogeneous riemannian manifolds with

strictly positive curvature // Ann. math. 1972. V. 96. P. 277-295.

\bibitem{2} Ðîäèîíîâ Å.Ä. Ýéíøòåéíîâû ìåòðèêè íà ÷åòûðåõìåðíûõ

îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, äîïóñêàþùèå îäíîðîäíóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó

ïîëîæèòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû // Ñèá. ìàò. æóð. Ò.32. 1991.

�3. Ñ. 126-131.

\bibitem{3} Áåññå À.Ë. Ìíîãîîáðàçèÿ Ýéíøòåéíà. Ì.: Ìèð, 1990.

\bibitem{4} Äåìèäîâè÷ Á.Ï., Ìàðîí È.À. Îñíîâû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè: Ó÷åáíîå

ïîñîáèå äëÿ âòóçîâ. 3-å èçä., èñïð. Ì.: Íàóêà, 1966. - 664 ñ.

\end{makebiog}

\end{document}

4. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîñòàâëÿåòñÿ â ïîðÿäêå öèòèðîâàíèÿ. Âñå òàáëèöû äîëæíû èìåòü çàãîëîâêè.
Ðèñóíêè äîëæíû èìåòü ïîäïèñè.
5. Äîëæåí áûòü ïðåäñòàâëåí ðåôåðàò íà ðóññêîì ÿçûêå; ñâåäåíèÿ îá àâòîðàõ (ôàìèëèÿ, èìÿ, îò÷å-
ñòâî, ó÷åíàÿ ñòåïåíü è çâàíèå, äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, òåëåôîí äëÿ ñâÿçè); ñòàòüè ïî åñòåñòâåí-
íûì è òî÷íûì íàóêàì äîëæíû èìåòü ñîîòâåòñòâóþùèé íîìåð ÓÄÊ.
6. Âñå åäèíèöû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí â òåêñòå è íà ãðàôèêàõ äàþòñÿ â ñèñòåìå ÑÈ ñîãëàñíî ñòàíäàðòó
�Ìåòðîëîãèÿ. Åäèíèöû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí�.
7. Ññûëêè íà ôîðìóëû íåîáõîäèìî çàêëþ÷àòü â êðóãëûå ñêîáêè è ïðîñòàâëÿòü èõ ñïðàâà.
8. Ññûëêè íà öèòèðóåìóþ ëèòåðàòóðó äàþòñÿ â òåêñòå öèôðàìè â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ïîðÿäêå
öèòèðîâàíèÿ.
9. Îáúåì ïóáëèêàöèè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö (âìåñòå ñ àííîòàöèåé, ëèòåðàòóðîé è îñòàëü-
íûì ìàòåðèàëîì), ïîäãîòîâëåííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè. Êàæäûé àâòîð ìîæåò ïðåäñòàâèòü
â îäèí íîìåð íå áîëåå äâóõ ñòàòåé: îäíó â ñîàâòîðñòâå, îäíó êàê àâòîð.
10. Ê ñòàòüå ïðèëàãàåòñÿ àêò ýêñïåðòèçû (äëÿ ñòàòåé ïî åñòåñòâåííûì è òåõíè÷åñêèì íàóêàì).
11. Ñòàòüè, íå ñîîòâåòñòâóþùèå óêàçàííûì òðåáîâàíèÿì, ïðèíèìàòüñÿ íå áóäóò.
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Ðóêîïèñè îòïðàâëÿþòñÿ ðåäàêöèåé íà íåçàâèñèìóþ ýêñïåðòèçó è ïðèíèìàþòñÿ ê ïå÷àòè ïðè
ïîëó÷åíèè ïîëîæèòåëüíîé ðåöåíçèè. Ïðè íàëè÷èè îòðèöàòåëüíîé ðåöåíçèè îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå
î ïóáëèêàöèè ñòàòüè ïðèíèìàåòñÿ ðåäêîëëåãèåé.

Ïðèñëàííûå ìàòåðèàëû íå âîçâðàùàþòñÿ. Êîððåêòóðà àâòîðàì íå âûñûëàåòñÿ.
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